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摘 要 

 
 边缘检测是数字图像处理中的重要内容。本文首先对图像的边缘检测的各

种算法和算子做了总结和分析。Canny 最早提出了边缘检测的三条连续准则:最

优检测结果、最优定位和低重复响应,并在这些准则的基础上得到了“最优线性

滤波器”―高斯函数的一阶导数。经过十几年的发展,目前已经有了对这个准则

的很多改进,本文也对这个方面的工作做了小结。Demigny 在理论分析和实践的

基础上给出了边缘检测的离散准则,并且证明在离散准则中 Canny 提出的第三

个准则可以被阀值操作所取代。本文利用了数值方法求出了 Demigny 离散准则

下阶梯形边缘检测的最优线性滤波器和对应着它的平滑算子。利用这个算子和

Canny 边缘检测方法得到了一个完整的边缘检测算法并用 VC++实现了这种算

法.从算法对大量图像边缘检测的结果来看,这种算法虽然简单但是效果很好,是

边缘检测的一种很好的实用方法。 

 

关键词：边缘检测，线性滤波器，Canny 准则，离散准则，图像处理 

 

 

 

 

 

 

 2



::::数字图像的边缘检测::::  西安交通大学 理学院 王郑耀   

http://www.quzhi.net   QQ:16748251 

ABSTRACT 

 

 

    Edge detection is important in image procession. This paper made a summary 

and analysis of edge detecting algorithm and edge detector. Canny has proposed 

three continuous criteria to compare the performance of different filters: good 

detection, good localization and low-responses. Based on these criteria he got 

optimal filter for edge detection: derivative of Gaussian function. After more than 

ten years research, Canny’s theory has been ameliorated in many aspects, this paper 

also made a review of it. Based on the practice and theory. Demigny gave three 

discrete criteria for edge detection like Canny’s criteria and he has proofed that the 

third criterion can be replaced by an appropriate thresholding operation. This paper 

used numerical method to get the optimal filter and smooth operator under the 

Demigny’s criteria. Then I combine these filters and Canny’s edge detecting 

technique to get an integrated edge detecting algorithm. I have implemented the 

algorithm using VC++. From the results of the program for many images this filter 

and algorithm are effective. 

 

KEY WORDS: edge detection, linear filter, canny’s cratria, discrete criteria, image 

processing 
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前 言 

 
边缘检测是图像处理中的重要内容。边缘是图像的最基本特征。所谓边缘,

是指周围像素灰度有阶跃变化或屋顶变化的那些像素的集合。 Poggio 等在[42]

中说:“边缘或许对应着图像中物体(的边界)或许并没有对应着图像中物体(的

边界),但是边缘具有十分令人满意的性质,它能大大地减少所要处理的信息但

是又保留了图像中物体的形状信息。”并定义边缘检测为“主要是(图像的)灰度

变化的度量、检测和定位”。边缘与图像中物体的边界有关但又是不同的。边缘

反映的是图像灰度的不连续性[40]。 

边缘在边界检测、图像分割、模式识别、机器视觉等中有很重要的作用。 

边缘是边界检测的重要基础，也是外形检测的基础［12］。边缘广泛存在于

物体与背景之间、物体与物体之间,基元与基元之间，因此它也是图像分割所依

赖的重要特征。 

边缘检测对于物体的识别也是很重要的。主要有以下几个理由:首先,人眼

通过追踪未知物体的轮廓(轮廓是由一段段的边缘片段组成的)而扫视一个未知

的物体。第二,经验告诉我们:如果我们能成功地得到图像的边缘,那么图像分析

就会大大简化,图像识别就会容易得多。第三,很多图像并没有具体的物体,对这

些图像的理解取决于它们的纹理性质,而提取这些纹理性质与边缘检测有极其

密切的关系[18]。 

计算机视觉处理可以看作是为了实现某一任务从包含有大量的不相关的变

量中抽取不变量，总之就是简化信息。这就意味着要扔掉一些不必要的信息而
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尽可能利用物体的不变性质。而边缘就是最重要的不变性质:光线的变化显著地

影响了一个区域的外观,但是不会改变它的边缘。更重要的是人的视觉系统也是

对边缘很敏感的。  

研究边缘检测的文章有十分多。1959 年,文献上最早提到边缘检测[17]。

1965 年 L. G. Roberts 最早开始系统研究边缘检测［23］。从那以后每年都会

出现很多关于边缘检测的文章。边缘检测的重要的文章大都发表在 IEEE Trans. 

On Pattern Analysis and Machine Intelligence，CVGIP: Image Processing，

IEEE Trans. On Image Processing(1990 年创刊)， Journal of the ACM 等上。 

边缘检测的方法主要有以下几种： 

第一种检测梯度的最大值。由于边缘发生在图像灰度值变化比较大的地方,

对应连续情形就是说是函数梯度较大的地方，所以研究比较好的求导算子就成

为一种思路。Roberts 算子、Prewitt 算子和 Sobel 算子等就是比较简单而常用

的例子。还有一种比较直观的方法就是利用当前像素邻域中的一些像素值拟合

一个曲面,然后求这个连续曲面在当前像素处梯度。从统计角度来说,我们可以

通过回归分析得到一个曲面,然后也可以做类似的处理。 

第二种是检测二阶导数的零交叉点。这是因为缘处的梯度取得最大值(正的

或者负的),也就是灰度图像的拐点是边缘。从分析学上我们知道,拐点处函数的

二阶导数是 0。 

第三种，统计型方法。比如说利用假设检验来检测边缘[17]，D.H.Marimont

在［6］中利用对二阶零交叉点的统计分析得到了图像中各个像素是边缘的概率，

并进而得到边缘检测的方案。 
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第四种，小波多尺度边缘检测。九十年代,随着小波分析的迅速发展，小波

开始用于边缘检测。作为研究非平稳信号的利器,小波在边缘检测方面具有得天

独厚的优势[50][51]，Mallat 在这一方面做了不少工作。 

当然还有其它一些方法,比如说模糊数学的方法，最近提出来的利用边缘流

(Edgeflow)来检测边缘[49], 基于积分变换的边缘检测方法[55]，还有基于张

量的边缘检测方法[56]等等。 

那种方法是比较好呢?一般地说这个问题是没有意义的,因为方法好不好依

赖于具体的应用领域。但是这些不同的领域之间还是存在着一些共同要求。1986

年 Canny[14]总结了以往理论和实践的成果,提出边缘检测 Canny 三准则:好的

检测结果,好的定位还有对单一边缘低重复响应，并给出了他们的数学表达式。

这是一个连续准则。利用这些准则的数学表达式,可以求出特定边缘的最优线性

滤波器,也可以对不同的算子的性能进行比较。 

在 Canny 三准则的基础上,人们进行了深入研究,得到了很多结果

[11][22][28][33]。但是由于 Canny 准则是连续准则,得到的最优滤波器也是一

个连续函数,这就需要抽样得到离散模板。可是理论和实践[3]告诉我们,在连续

情形下好的滤波器实际上并不好。 

Didier Demigny 通过长期的研究[5][4][3][1],最终提出了边缘检测质量

的离散准则［1］，他发现在这种离散准则下第三个准则的作用可以被阀值操作

代替，并在此基础上得到了这个离散 Canny 准则下的最优线性滤波器。 

我自己做的工作有以下几个方面：首先,阅读了大量的有关边缘检测的论文,

对边缘检测和 Canny 准则的发展分别做了综述。第二, Didier Demigny 的论文
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［１］中只给出了离散 Canny 准则和准则下的最优滤波器的计算思路,但是没有

给出最终的结果。我用 Mathematica 计算出了宽度为 1-20 的 Didier Demigny

所说的最优线性滤波器及其对应的平滑算子。第三,使用这个滤波器和 Canny

边缘检测技术得到了一个比较好的边缘检测方法,并用 Vc++实现了它。 
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1. 背景：数字图像处理与边缘检测 
 

 
1.1 数字图像及数字图像处理 

每天我们都是在报纸、杂志、书籍、电视、各种小册子等大量的图像信息

包围中度过的。这些图像包括文字、照片、图表、插图等，它使我们感到安适

和生活情趣。 

    视觉是人类从大自然获取信息的最主要的来源。据统计在人类获取的信息

当中，视觉信息约占 60％，听觉信息约占 20％，其它的如味觉信息，触觉信息

等加起来约占 20％。由此可见视觉信息对人们的重要性。而图像正是人类获取

视觉信息的主要途径。图像是用各种观测系统以不同形式和手段观测客观世界

而获得的,可以直接或者间接作用于人眼并进而产生视知觉的实体[53]。 

为了能严格地用数学来研究图像的边缘检测（我们只研究灰度图像的边缘

检测），我们有必要对数字图像做理论假设： 

A. 图像是一个二元连续函 ( , ) : ( , )f x y x y D∈ 。 函数的定义域设为 D, 

( , )x y 表示二维空间中某个点的坐标， ( , )f x y 表示 ( , )x y 点的灰度值，值域为 V; 

B. 数字图像是对函数 ( , ), ( , )f x y x y D∈ 的离散表示。 在空间域 D上进行抽

样:用有限个像素(Pixel)来表示定义域 D, 每一个像素表示对应区域的平均灰

度值);在值域空间 V进行量化：用有限个值代表 V； 

C.由于机器设备等的原因这些像素值都是有误差的或者是带有随机噪声

的； 
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图 1.1   数字图像及其矩阵表示 

D.显然我们得到的是一个矩阵,矩阵中每一个元代表一个像素,像素的取值

代表这个像素的灰度值。因此在图像的离散模型中我们也常用M 表示图像,使

用 代表图像的第 ( , 元。 ( , )m i j )i j

所谓数字图像处理就是利用计算机对图像信息进行加工以满足人的视觉心

理或者应用需求的行为。利用计算机进行图像处理有两目的:一是产生更适合人

 12
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观察和识别的图像,而是希望计算机能自动识别和处理图像。无论为了那一种目

的，图像处理中关键的一步就是对含有大量各式各样景物信息的图像进行分解，

分解的最终结果是图像被分解成一些具有某种特征的最小成分:称为图像的基

元。相对于整幅图像来说,这种基元更容易被快速处理。 

    图像的特征指图像场中可用做标志的属性。他可以分为图像的统计特征和

图像的视觉特征。图像的统计特征指的是一些人为定义的特征,通过变换才能得

到,如图像的直方图、距、频谱等等;图像的视觉特征指的是人的视觉可以直接

感受到的自然特征,如区域的亮度,纹理或轮廓等。利用这两类特征把图像分解

为一系列有意义的目标或区域的过程称为图像的分割。 

 

1.2 边缘及边缘检测 

边缘是图像的最重要的特征。 

边缘是指周围像素灰度有阶跃变化或屋顶变化的那些像素的集合。 Poggio

等在[42]中说:“边缘或许对应着图像中物体（的边界）或许并没有对应着图像

中物体（的边界）,但是边缘具有十分令人满意的性质,它能大大地减少所要处

理的信息但是又保留了图像中物体的形状信息”。 

常见的边缘点有三种。第一种是阶梯形边缘(Step-edge),即从一个灰度到

比它高好多的另一个灰度。第二种是屋顶型边缘(Roof-edge),它的灰度是慢慢

增加到一定程度然后慢慢减小。还有一种是线性边缘(Line-edge),它的灰度从

一级别跳到另一个灰度级别之后然后回来。 

 13
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图 1.2   边缘的类型 

各种不同的边缘有不同的特征。 Nalwa 和 Binford[44]认为图像中的边缘

可以由许多的短直线段(他称之为 edgel,我们下面称之为边缘元)来逼近,每一

个边缘元都由一个位置和一个角度确定。边缘元对应着图像上灰度曲面阶数的

不连续性。如果灰度曲面在一个点的 N阶导数是一个 Delta 函数,那么我们就定

义灰度曲面在这个点是 N阶不连续的。那么线性边缘是 0阶不连续的,阶梯形边

缘的一阶不连续的,而屋顶形边缘是 2阶不连续的。 

在大部分情况下,我们都是把图像的边缘全部看作是阶梯形边缘,然后求得

检测这种边缘的各种最优滤波器，然后用在实践中。 

边缘检测“主要是(图像的)灰度变化的度量、检测和定位”[42]。有很多

种不同的边缘检测方法,同一种方法使用的滤波器也不尽相同。边缘检测就是研

究更好的边缘检测方法和检测算子。 

1.3 论文总体结构 

第二章我们将对边缘检测各种算法和算子进行综合介绍。 
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第三章主要是 Canny 提出的边缘检测质量的连续准则,以及后来的发展。 

第四章介绍 Didier Demigny 最新给出的更好的边缘检测的离散准则,并给

出最优线性算子的计算及其程序。 

第五章综合上述结论得到了一种完整的边缘检测算法。 

第六章介绍算法的 VC++实现和算法的结果。 

第七章是结论。 
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2. 边缘检测综述 

 

 

 在本章中我们将对目前出现的边缘检测做一个比较全面的介绍[40][41]。我

基本上是按照这些算法提出的时间顺序给出的。1986 年 Canny 提出了边缘检测

质量的三条准则，对边缘检测的发展有很大的作用，由于这部分内容我们将在

后面几章中详细给出，所以这里就不再涉及。 

 

2.1 Roberts 算子 

边缘，是指周围像素灰度有阶跃变化或屋顶等变化的那些像素的集合。图

像的边缘对应着图像灰度的不连续性。显然图像的边缘很少是从一个灰度跳到

另一个灰度这样的理想状况。真实图像的边缘通常都具有有限的宽度呈现出陡

峭的斜坡状。 

边缘的锐利程度由图像灰度的梯度决定。梯度是一个向量， f∇  指出灰度

变化的最快的方向和数量。 

( , )f ff
x y

∂ ∂
∇ =

∂ ∂
                      (2.1) 

梯度的大小和方向是由 

22f ff
x y

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞∇ = + ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
                    (2.2) 
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1tan
f

y
f

x
θ −

∂⎛ ⎞
∂⎜= ⎜ ∂⎜ ⎟

⎟
⎟

∂⎝ ⎠

                       (2.3) 

因此最简单的边缘检测算子是用图像的垂直和水平差分来逼近梯度算子： 

( ( , ) ( 1, ), ( , ) ( , 1)f f x y f x y f x y f x y∇ = − − − −             (2.4) 

   因此当我想寻找边缘的时候，最简单的方法是对每一个像素计算出（2.4）

的向量,然后求出他的绝对值，然后进行阀值操作就可以了。利用这种思想就得

到了 Roberts 算子： 

2 2( , ) ( ( , ) ( 1, 1)) ( ( , 1) ( 1, ))R i j f i j f i j f i j f i j= − + + + + − +      (2.5) 

它是一个两个 2 2× 模板作用的结果(标注•的是当前像素的位置)： 

1 0
0 1
•⎛

⎜ −⎝ ⎠

⎞
⎟               

0 1
1 0
•⎛ ⎞

⎜ ⎟−⎝ ⎠

图 2.1 是图 2.0 被 Roberts 算子检测的结果。 

 

图 2.0 我的书桌 原图像 
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图 2.1    我的书桌: Roberts 算子处理的结果(Matlab6.5) 

能查到的最早的有关边缘检测的文献就是 1959 年 B. Jule 的[17]，这算是最

早的提出边缘检测和边缘检测算子的文章了。 

1963 年 Roberts[23]提出了边缘检测和边缘检测的这个简单算子。Machine 

Perception of 3-D Solids 是 Roberts 在 1963 年写的(MIT)博士毕业论文。这是一

篇大家都应该阅读的论文。它是最早分析图像中的边缘、线、模型和图形学的

文章。作者提出的系统是第一个 3D 视觉系统,其中有许多后来被大家常用的算

子。它使用了三维物体的多边形模型,通过计算图像中的灰度数据寻找图像中的

“块”然后对他最适当的表示，最后通过匹配来寻找物体。复杂的物体是由很

多“块”组成的，而“块”是由边缘组成的。作者使用他的简单的 算子得

到了边缘。相邻的边缘点组成线，如果线比较短，那么这条线就被忽略，如果

线比较长，那么我们就把它延长直到它与其它的边缘线相交与一点。然后通过

对这些线的匹配来识别物体。一旦一个物体识别出来，表示这个物体的边缘就

从图像的边缘线表示上删除，然后再对下一个物体进行匹配。 

2 2×
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 2.2  Prewitt 算子和 Sobel 算子 

Roberts 算子是直观的也是简单的，但是显然效果不好。实践中人们做了大

量的实践，总结出了一些经验。 

    1970 年左右 Prewitt[16]和 Sobel[25]分别提出了一个算子，这就是 Prewitt 算

子和 Sobel 算子。 

    Prewitt 边缘检测算子使用两个有向算子(一个水平的，一个是垂直的，一般

称为模板)，每一个逼近一个偏导数： 

1 1 1
0 0 0
1 1 1

VP
− − −⎛ ⎞

⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

                  (2.6) 
1 0 1
1 0 1
1 0 1

HP
−⎛ ⎞

⎜= −⎜
⎜ ⎟−⎝ ⎠

⎟
⎟

2

如果我们用 Prewitt 算子检测图像 M 的边缘的话，我们可以先分别用水平

算子和垂直算子对图像进行卷积，得到的是两个矩阵，在不考虑边界的情形下

也是和原图像同样大小的 M1，M2，他们分别表示图像 M 中相同位置处的两

个偏导数。然后把 M1，M2 对应位置的两个数平方后相加得到一个新的矩阵

G,G 表示 M 中各个像素的灰度的梯度值(一个逼近)。然后就可以通过阀值处理

得到边缘图像。总的过程是： 

2 2(( ) ( ) )V HE M P M P Thresh= ⊗ + ⊗ >              (2.7) 

Sobel 算子和 Prewitt 算子的不同就在于使用的模板不一样： 

1

1 2 1
0 0 0
1 2 1

s
− − −⎛ ⎞

⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

     2

1 0 1
2 0 2
1 0 1

s
− −⎛ ⎞

⎜ ⎟= − −⎜
⎜ ⎟

⎟
− −⎝ ⎠

            (2.8) 
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    这些模板是怎么来的呢? 

    我们假设图像的灰度满足下面这个关系： 

,x yM x yα β γ= + +                     (2.9) 

则梯度是 ( , )α β 。 

    显然,当前像素 3×3 邻域内像素值为 

α β γ α γ α β γ
β γ γ β γ

α β γ α γ α β γ

− − + − + − + +⎛ ⎞
⎜ ⎟− + +⎜ ⎟
⎜ ⎟− + + + +⎝ ⎠

b ⎟
⎟

                (2.10) 

定义垂直算子和水平算子形如： 

0 0 0
a b a

a b a

− − −⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

                     (2.11) 
0
0
0

a a
b
a a

−⎛ ⎞
⎜ −⎜
⎜ ⎟−⎝ ⎠

之所以这样定义是为了满足对称性和电路设计的需要。 

    利用这两个模板对当前像素进行卷积，得到的方向导数为 

2 (2 )xg a bβ= +   

2 (2 )yg a bα= +                     (2.12) 

     因此当前像素处的梯度的大小为 

22(2 )G a b 2α β= + +               (2.13) 

显然要有： 

2(2 ) 1a b+ =                    (2.14) 

    如果我们取 a=b=1/6 则得到的模板就是 1/6 乘 Prewitt 算子; 
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    如果我们取 a=1/8，b=1/4 则得到的就是 1/8 乘 Sobel 算子。 

    那一个算子是好呢？这个问题的答案取决于图像的噪声，如果在每个点噪声

都是相同的，那么 Prewitt 算子是比较好的；如果靠近边缘的噪声是沿着边缘的

2 倍，那么 Sobel 算子是比较好的。也就是算子的好坏取决于噪声的结构。 

     事实上,它们存在一些共同的问题： 

    A.他们的结果对噪声很敏感，图像的离散差分对噪声比对原图像更敏感； 

B.可以通过先对图像做平滑以改善结果，但是又会产生一个问题：会把一些

靠在一起的边缘平滑掉，而且会影响对边缘的定位； 

 

图 2.2 我的书桌: Prewitt 算子处理结果(Matlab6.5) 

    C.用这些模板卷积后得到的边缘可能是跨跃好几个点而不是一个点；为了改

善这个问题，还要做一些改进：边缘像素不只是要大于阀值，而且在梯度方向

上梯度的大小要大于它的前者和它的后者，这个方法称之为非极值抑制； 
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图 2.3 我的书桌: Sobel 算子处理结果(Matlab6.5) 

2.3 Kirsch 算子 

 1971 年，R.Kirsch[34]提出了一种边缘检测的新方法：它使用了 8 个模板来确

定梯度和梯度的方向。假设原来的 3×3 子图像的如下： 

3 2 1

4 ( , )
a a a
a i j a
a a a

⎛ ⎞
⎜
⎜
⎜ ⎟

0

5 6 7

⎟
⎟

⎝ ⎠

                     (2.15) 

则边缘的梯度大小为 

( , ) max{1,max{5 4 : 0,1, 7}}k km i j s t k= − = K             (2.16) 

其中 

1 2k k k ks a a a
t a a a

+ +

3 4 7k k k k+ + +

= + +
= + + +K

                 (2.17)

上面的下标如果超过 7 就用 8 去除取余数。. 
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注意到 k=0，1，...7，其实就是使用了 8 个模板了，参见[18]。 

2.4 Hueckel 算法 

1971、1973 年, Hueckel 两次在 ACM 上发表文章[26][27]，提出了一个新的

算法。 Hueckel 算子的基本思想是：(以一维为例，假设图像是 ( )M x ) 我们利

用图像数据拟和一个理想的边缘模型 

0

0

( )
b if x x

s x
b h if x x

<⎧
= ⎨ + ≥⎩

                    (2.18) 

如果这种拟和是比较精确的，那么在这个位置就应该存在一个与这个理想边

缘有相同参数的边缘。也就是说如果图像 ( )M x 与 s(x)的平均平方误差 E 低于阀

值,那么他就是边缘。 

0 2[ ( ) ( )]
x l

0x l
E M x s x dx

+
= −∫ −

                 (2.19) 

二维情况更复杂，拟合曲面定义为 

cos( ) sin( )
( , )

cos( ) sin( )
b if x y

s x y
b h if x y

θ θ ρ
θ θ ρ
+ <⎧

= ⎨ + +⎩ ≥

dy

     （2.20） 

拟合误差 E 定义为 

                        （2.21） 2[ ( , ) ( , )]
D

E M x y s x y dx= −∫∫
算法的实现请参考[26][27]。 

2.5 Frei 和 Chen 算法 

1977 年，Frei 和 Chen[45]又提出了一种新的边缘算子，这种算子有 9 个模

板。原图像的一个 3×3 子图像可以表示为一个 9 维向量。 
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4 3 2

5 0 1

b b b
b b b
b b b

⎛ ⎞
⎜
⎜
⎜ ⎟
⎝ ⎠6 7 8

⎟
⎟                       (2.22) 

就可以用向量 b 来表示： 

0

1

8

b
b

b

b

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

M
                       (2.23) 

    用 V 表示 3×3 子图像的向量空间， VB 表示 V 的正交基， 

1 2 1
0 0 0

1 2 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

1 0 1

2 0 2
1 0 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

0 1 2
1 0 1

2 1 0

⎛ ⎞−
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

2 1 0
1 0 1

0 1 2

⎛ ⎞−
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

1V  2V  3V  4V  

边缘子空间基 

0 1 0
1 0 1

0 1 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 
1 0 1

0 0 0
1 0 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−

1 2 1
2 4 2

1 2 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

2 1 2
1 4 1
2 1 2

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

 

5V  6V  7V  8V  

直线空间基 

图 2.4 Frei-Chen 中使用的 VB 基（待续） 
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1 1 1
1 1 1
1 1 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

9V  

图 2.4 Frei-Chen 中使用的 VB 基（续） 

令 Eθ 是向量 b 和 b 在边缘空间上的投影，则有 

4 2
1 1

9 2
1

( )
cos

( )
ii

E
ii

V b

V b
θ − =

=

•
=

•
∑
∑

               (2.24) 

这里的 表示： •

8

i ib c b c• =
0i=

∑                     (2.25) 

  对每一个点都算出这个 Eθ 后，就需要进行阀值操作：给定一个 T>0，如果  

E Tθ < 就认为是边缘，否则就是不是边缘。 

 

2.6 Wallis 对数算子[48] 

   如果一个像素它的灰度的对数值超过其四邻接像素对数值的平均值 T(T 是

一个固定的阀值) 以上，则这个像素就是边缘。像素的四邻接像素： 

1

2 ( , )
a

a i j a
a

⎛ ⎞
⎜
⎜
⎜ ⎟

0

3

⎟
⎟

⎝ ⎠

                       (2.26) 
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 则 

0 1 2
1( , ) log ( ( , )) (log ( ) log ( ) log ( ) log ( ))b b b bb i j a i j a a a a= − + + + 34 b   (2.27) 

到 1980 年的时候已经有了很多的边缘检测的算子，在实践中人们也积累了

很多的经验。大家发现尺度选择和噪声处理的问题是边缘检测的最重要的问题。 

[10]中给出了一些 1980 年前有关边缘检测的参考文献。 

 2.7  Marr 和 Hildreth 的零交叉点算子 

1980 年，Marr 和 Hildreth[9]提出了一种新的边缘检测理论和技术。 

前面我们都是利用边缘处的梯度取得最大值(正的或者负的)，也就是灰度图

像的拐点位置是边缘。我们知道，在拐点位置二阶导数是 0。如图 2.5 所示， 

  

 图 2.5 阶梯边缘、局部极值与零交叉算子 
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     所以我们也可以通过寻找二阶导数的零交叉点来寻找边缘。二元函数 f(x,y)

的 Laplacian 变换定义为： 

2
2 2 2 2

( , ) ( , )( ) ( , ) f x y f x yf f x y
x y x y
∂ ∂ ∂ ∂

∇ = + = +
∂ ∂ ∂ ∂

          （2.28） 

也就是二阶偏导数的和。 

    和前面的梯度算子一样，我们这里也是在给定的噪声假设下我们选择一个模

板，然后利用模板进行卷积求离散 Laplacian 变换，然后通过寻找零交叉点寻找

边缘点。 

    最常用的模板是 

0 1 0
1 4 1
0 1 0

L
⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

     
1 1 1

1 1 8 1
3

1 1 1
L

⎛ ⎞
⎜= −⎜
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎟
⎟            （2.29） 

     显然，既然一阶导数对噪声是敏感的(因而是不稳定的)；那么二阶导数对

噪声就会更敏感，因而更不稳定。所以在做 L 变换之前做平滑是必需的了。 

又因为卷积是可结合可交换的，所以先做高斯卷积然后用 L 算子做卷积就

等价于对原图像用高斯函数的 Laplacian 变换后的滤波器做卷积是一样的。 这

就是一个新的滤波器 LoG 滤波器(是墨西哥帽函数)： 

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

4 2 2

1 1( , ) exp
2 2

1 1                2 exp
2 2

x yLoG x y
x y

x y x y

πσ σ

πσ σ σ

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ +
= + −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝

⎛ ⎞ ⎛⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + +
= − −⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝

⎠
⎞
⎟
⎠

      （2.30） 

 图 2.6 是这个函数的图像。 

 27



::::数字图像的边缘检测::::  西安交通大学 理学院 王郑耀   

http://www.quzhi.net   QQ:16748251 

    LoG 滤波器由一个中心负区域(半径为 2σ )，然后有一个正区域(总的半径

为最小是3 2σ )围绕着他。 

    在实际中先使用 LoG 模板做卷积，然后寻找那些零交叉像素：如果一个像

素处值小于 0θ− 。而且其它周围的各个邻接 8 个像素都是大于 0θ ， 0θ 是一个正

数,那么这个像素就是零交叉点。 

LoG 算子有一个线性变化条件：沿着和平行于"Open"边缘的灰度变化是局

部线性的。当这个条件满足的时候，LoG 算子的性能比较好；而如果这个条件

不满足，则检测结果就不好。但是，对于一些小尺度边缘、边缘角落和 T 形边

缘来说这些条件无法满足，所以效果就不好。LoG 算子还有一个缺点就是：它

对噪声比较敏感，它检测出的是梯度图像具有局部最大值和最小值的点，但实

际上边缘只是那些梯度为局部最大的点。所以说 LoG 算子多算了一些点。 

 

图 2.6  LoG 算子的图像 
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为了处理更多的范围的灰度变化，Marr 和 Hildreth 使用了 4 个不同尺寸的

高斯函数，称为不同的通道。将这四个不同尺度的 LoG 滤波器同时作用于图像，

然后在空间符合假设的基础上综合处理得到结论。空间符合假设指的是：导致

图像上灰度变化的原因是空间局部性。所以零交叉点出现在几个不同的通道中，

那么这个点就是边缘点。    

    有趣的是，人的视觉系统中一些早期的神经元就具有类似 LoG 的性质[8]，

并且[21][43]说他们是最优的。 

    这个算子引起了人们的很大兴趣，1986 年 W. H. Lunscher 和 M. P. Beddoes

在[46][47]中对这个算子做了经一步的讨论。 

    他指出 LoG 算子的优点： 

    A. 和其它那些算子一样，LoG 算子也是先对边缘作出假设，然后在这个假

设下寻找边缘像素。但是，LoG 算子对边缘的假设条件最少，因此它的应用范

围更广； 

B. 其它一些算子的检测得到的边缘是不连续的也是不规则的，还需要连接

这些边缘，而 LoG 算子的结果就没有这个缺点； 

 C.可以通过一个参数(也就是高斯函数标准偏差)来调整 LoG 算子的结果。 

但是到底如何选择这个参数当时并没有。于是 W. H. Lunscher 和 M. P. 

Beddoes 在[46]中对 LoG 算子的参数选择做了深入的讨论，并研究了在高斯噪

声下的 LoG 算子的性能。由于前面得到的是一个连续的滤波器，因此还需要抽

样和对系数进行量化，在[47]中作者又讨论了这个问题。这两篇论文使得 LoG

算法更加实用化。图 2.7 是 LoG 算子处理的结果 
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图 2.7 我的书桌 LoG 算子处理的结果(Matlab6.5) 

虽然这个算子具有人的视觉系统的某些特点，但是它并不好。[18,pp.338]

中作者曾十分风趣的说：“问题是人类可以制造一个类似于动物的图像感知器

吗？我们制造的飞机完全不同于鸟：我们需要大马力的引擎,它们要满足的是物

理定律而不是生物定律。” 

 2.8 Facet 模型 

     1984 年 IEEE 的资深会员 Robert M. Haralick[35] 对前面的工作做了一个

小结,提出了 Facet 模型。Facet 模型的本质是：任何利用一个像素的邻域中像

素的灰度值分析边缘的方法都可以最终解释为关于这个像素邻域中一个灰度值

曲面的分析，而这个邻域中的像素值无非就是这个曲面的一个有误差的抽样。 

    Haralick 使用离散 Chebyshew 正交多项式作为基底,利用当前像素邻域中的

灰度值拟合出一个二元三次多项式。不妨记为 
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2
1 2 3 4

2 3 2 2
5 6 7 8 9 10

( , )

              

f r c k k r k c k r

k rc k c k r k r c k rc k c

= + + +

+ + + + + + 3     (2.31) 

这里的 r,c 分别表示的是行和列。 

    那么沿着α  (表示从 r轴开始沿顺时针方向的方向角)方向的方向导数定义为 

' ( sin , cos ) ( ,( , ) lim
0

)
h

f r h c h f r cf r cα h
α α+ + −

=
→

          (2.32) 

这个式子等价于 

' ( , ) ( , ) sin ( , ) cosf ff r c r c r cα r c
α α∂ ∂

= +
∂ ∂

             (2.33) 

同理有 

2 2 2
2 2

2 2sin sin cos cosf f ff
r r c cα α α α∂ ∂ ∂′′ = + +

∂ ∂ ∂ ∂
α         (2.34) 

从而有梯度方向角α 由下式决定： 

2
2 2
2 3

sin k
k k

α =
+

                     (2.35) 

3
2 2
2 3

cos k
k k

α =
+

                    (2.36)

因为我们只希望得到沿着 方向的导数，所以 

    令 

sin
cos

r
c

ρ α
ρ α

=
=

                       (2.37) 
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则 

3 2 2 3
7 8 9 10

2 2

( ) 6[ sin sin cos sin cos cos ]

               2[ sin sin cos cos ]

f k k k k

k k k
α

4 5 6

ρ α α α α α

α α α α

′′ = + + +

+ + +

α ρ        (2.38) 

   记为 

( )f Aα Bρ ρ′′ = +                          (2.39) 

给定一个阀值 0ρ  (它比像素边长稍微小一点)，如果对于一些 0<ρ ρ 有 

                  ( ) 0 ( )=0 ( ) 0f f fα α αρ ρ ρ′′ ′′ ′< 或者 并且 ≠               (2.40) 

那么当前像素就是边缘点。 

    作者花了很大的篇幅从统计学的角度讨论了这种方法的有效性，并和其它一

些算子尤其是 Marr 和 Hildreth[9]的零交叉点算子做了比较。 

    作者发现：随着模板变宽检测的结果会变好(噪声就变少)，可是边缘变的比

较粗，也就是对边缘的定位就会变差，对一个边缘点会出现多个响应。 

 

2.9  Nalwa 算法 

1986 年, Vishvjit S. Nalwa 和 Thomas O. Binford 在[44]中提出了一种边缘

(Step-edges)检测的新方法。他用的也是曲面拟和的方法，与其它曲面拟合的方

法不同的是。它采用了很多个不同的基底去拟合以检测边缘。  

    Nalwa 和 Binford 认为图像中的边缘可以由许多的短直线段(他称之为 edgel,

我们下面称之为边缘元)来逼近，每一个边缘元都由一个位置和一个角度确定。

边缘元对应着图像上灰度曲面阶数的不连续性。如果灰度曲面在一个点的 N 阶

导数是一个 Delta 函数，那么我们就定义灰度曲面在这个点是 N 阶不连续的。
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那么如图 2.8 所示，线性边缘是 0 阶不连续的，阶梯形边缘的一阶不连续的，

而屋顶形边缘是 2 阶不连续的。我们的目的就是寻找这些边缘元，然后利用边

缘连接技术把这些边缘元连接起来即可。  

 

图 2.8  边缘的类型与边缘的不连续性阶数 

他还认为当灰度曲面被设备转化为数字图像时，都要经过一个“模糊

(Bluring)”的过程。这个过程可以用高斯滤波来逼近。尽管“模糊”过程限制

了分辨率，可是并不是说它完全是不好的，因为这种“模糊”过程同时也在抽

样前限制了信号的频带。如果没有这种模糊化就会带来剧烈的 Aliasing 现象。

这种模糊化的结果就是图像上没有了灰度的不连续性。  

    他们把一般的阶梯形边缘定义为：  

1

2

0
( )

0
k x x

E x
k x S x

<⎧
= ⎨ + >⎩

                  （2.41） 

也就是边缘两边都是一定斜率 k1，k2 的直线，阶梯高度为 S。理想的阶梯形边

缘是它的特殊情况 k1=k2=0。经过图像系统后，图像就变为 E(x)*G(x),注意这
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里的*表示卷积，G(x)表示的是一定参数的高斯函数  
2 2/ 2( ) blurxG x ne σ−=                   （2.43） 

 于是,  

1 2

1 2 1

2 1

( ( )* ( )) ( )* ( )

                       ( ) ( ) [ ( ) ] ( )

                      ( ) ( ) [( )( ) ] ( )

                      [ ( ) ]

x

x
x

E x G x E x G x

k x u G u du k x u S G u du

k x u G u du k k x u S G u du

S k k x

+∞

−∞

+∞

−∞ −∞

′′ ′′=

′′ ′′= − + − +

′′ ′′= − + − − +

′= − −

∫ ∫
∫ ∫

2 1

2 1

( ) ( )[ ( ) ( )]
                      ( ) ( ) ( )

G x k k xG x G x
SG x k k G x

′+ − −
′= − −

      （2.44） 

令（2.44）等于 0，计算得到  

2
1/ ,slope blur slope 2x sσ= Δ Δ = −k k                 （2.45） 

显然这里的 x 就是零交叉点算法的偏差。  

很多的人都说高斯预滤波处理可以减少噪声，于是[9]中用 LoG 算子做卷积

(等价于先用高斯函数滤波,然后用 Lalacian 算子求二阶导数)，通过检测零 

 

 原图像(不含噪声) 图像(含有噪声)  

斜直线分别代表的真正的边缘和检测出的边缘 

图 2.9 一个图像块的例子 

交叉点来检测边缘。事实上由于两个高斯函数的积是可以看作是一个高斯函数
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（新的高斯函数的参数将大于原来任何一个的参数）；利用上述计算过程可以看

到：这只能更加破坏边缘的定位。这就说明了 LoG 算子的对边缘的定位很不好。  

作者提出了一种方法(以图 2.9 中这个5 5× 的图像块为例)： 

使用 的模板记为 Image[x,y]，以步长为 1 像素沿着 x 和 y 方向移动,遍

历整个图像。  

5 5×

A. 首先用最小二乘方法拟合出一个平面  

0

4
2

0, , , 0

in ( [ , ] ( ))
x y

p xa a a x y
yM Image x y a a x a yξ

=

= − +∑ +     （2.46） 

    求得的拟合平面为  

[ , ] 74.73 7.34 16.52I x y x y= − +                 （2.47） 

    最小二乘拟合的残差为 2683；得到梯度的方向为（这个作为下面非线性拟合

的初值用）： 

                        1
0

16.52( ) 115tanθ −= o

7.34
=

−

2

                  

（2.48） 

    B. 用最小二乘方法拟合出一个 3 次曲面(这个曲面沿着与梯度方向正交的方

向是常数) ： 

0 1 2 3

4
2 3

0 1 2 3cos( ) sin( ) , 0, , , ,

in ( [ , ] ( ))Cz x y x ya a a a

M Image x y a a z a z a z
θ θ

θ

ξ
= +

=

= − + + +∑      （2.49） 

由于这是一个非线性问题，需要用高斯迭代法求解，因此要调用 A 中方向

角作为初值。 
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 求得的曲面是  
2 3[ , ] 71.74 21.83 6.19 2.16

cos( ) sin( )
120

I x y z z z
z x yθ θ

θ

= + + −
= +

= o

            （2.50） 

    最小二乘拟合的残差为 1295。这里求出来的梯度方向作为最终的梯度方向。  

    C. (可选项) 计算 10*(2683-1295)/1295=10.7；因为 10.7>1.47(阀值,具体计算

方法参见论文)。因此继续计算，否则当前检测没有检测到边缘元。  

    D. 再利用 B 中求出的沿着上述用最小二乘来拟合下面这个函数  

4
2

, , , 0

0.85in ( [ , ] ( ( ( ) ))
0.6

cos( ) sin( )

ps p k x y
M Image x y sTanh z p k

z x y

ξ

θ θ
=

= − +

= +

∑ +
   (2.51) 

这里的 0.85 和 0.6 的来源请参见论文，0.6 决定了检测的尺度。  

求得的拟合函数是  

                

0.85[ , ] 95.57 32.52 (( )( ))
0.6

0.9
cos(120 ) sin(120 )

I x y Tanh z p

p
z x y

= + −

=

= +o o

            (2.52) 

    最小二乘拟合的残差为 1203，这里的 p 就是沿着 Z 轴边缘元的位置  

    E. 再沿着这个方向拟合一个函数  

0 1 2

4
2 2

0 1 2, , , 0

in ( [ , ] ( ))

cos(120 ) sin(120 )

Qa a a x y

M Image x y a a z a

z x y

ξ
=

= − + +

= +

∑
o o

z
(2.53)    
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得到的结果是  

2[ , ] 77.80 15.86 1.45
cos(120 ) sin(120 )

I x y z z
z x y

= + +

= +o o
             (2.54) 

     最小二乘拟合的残差为 2615  

     检查 D、E中最小二乘拟合的残差，因为 2615 > 1203 所以本次检测检测

到了边缘元。  

    F. 下面求边缘元的位置和方向： 

    由于梯度的方向角是 120 度,而边缘元的方向和它正交,所以边缘元的方向

是30度。D中的 p 指的是边缘位于离当前的原点(5X5矩阵的左下角)沿着Z(120

度角)方向 0.9 像素处。  

    他特别指出他没有说这种方法是最优的。他说前面有很多人在论文中说自

己的方法是最优的,事实上他们所说的最优只有他们所假定的条件满足的时候

才使最优的。  

  但是,这种方法实在是太麻烦了！要遍历所有像素，每一次都要至少求两个

拟合多项式(而且大部分像素位置都要计算 4 个拟合多项式)。而且第二个多项

式还得通过搜索法求角，其复杂性可想而知。 

 

2.10 Torre 和 Poggio:图像数值导数是病态问题  

 1986 年 Vincent Torre 和 Tomaso A. Poggio[43]指出：数字图像的边缘检测

本质上是一个数值导数问题，但是数值导数是一个病态问题。所谓病态问题是

20 世纪初 Hadamard 定义：如果一个问题的解满足: 
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A. 存在； 

B. 唯一； 

C. 连续依赖于初始数据。 

那么这个问题就是良态问题,否则就是病态问题。 

 因此再求数值导数前先要做滤波处理以使得这个问题良态化。根据数学上

已经成熟的理论,，Torre 和 Poggio 找到了几种方法，也可以参考[50]。因此,

边缘检测由两步组成：先对数字图像滤波使它变为良态问题，然后再用导数算

子求梯度。作者对具有最小不确定性(Hermite 函数和 Gabor 函数)，具有带通

属性(Sinc 函数)和有限支撑的滤波函数进行了讨论。 综合起来考虑计算复杂

性和把病态问题装化为良态问题的性能，具有最小不确定性的滤波器是最好的

选择。从实践的角度来讲高斯函数是不错的滤波器。在二维时，高斯函数滤波

可以分解为两个一维滤波器的合成，这就更加简化了计算的复杂性。 

 Torre 和 Poggi 证明利用旋转对称的滤波器(如高斯滤波器)滤波可以保证

零交叉点算法中边缘的封闭性的高概率。利用方向滤波器滤波无法保证这一点，

但是定位更准确。 

 Torre 和 Poggi 证明在一般情况下要用多个不同尺度的各种不同类型的求

导算子来检测灰度的变化。求利用梯度算子求梯度的时候，只需要求两方向的

导数即可。当采用旋转不变算子的时候， 2 / n2∂ ∂
r
要比 2∇ 的定位要好，可是前者

由于没有与卷积的交换性，所以计算复杂性太大。 

 在这篇论文中， Torre 和 Poggi 使用了很多数学方法证明了很多结论，提

出了很多解决问题的方法，因为本文受到十分广泛的关注。 
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2.11 统计变点算法 

1988年 Jun S. Huang和 Dong H. Tseng在[18]中从概率统计的角度对边缘

检测进行了讨论。他们指出,边缘检测中最大的问题是噪声对检测结果的影响。

比如说,在边缘检测中一个很大的问题是阀值的选择，要想有好的检测结果就要

十分恰当地选择阀值，但是没有一般的好方法。虽然有些人提出了一些方法，

但是事实上也不怎么好：Frei 和 Chen[45]提出利用图像的几何性质得到一种避

免了调节阀值的方法，但这种方法还是对噪声十分敏感的；J.Prager([18]的引文

4)提出的松弛方法，但是何时停止这个问题没有解决并且时间也太慢；Haralick

提出[35]了 Slope Facet 模型，本质上说他是实用量三个参数的回归分析,可是其

中的回归变点问题(regressional change-point)还没有解决，作者通过分析各种边

缘，发现这个问题的本质是多决策理论：一个简单的 F 检验是无法解决问题的。

为了解决这个问题， Jun S. Huang 和 Dong H. Tseng 提出来统计变点理论。 

把图像分成很多小块，每一块都是一个 n n× 的正方形，使得这个正方形中

最多只有一个边缘。显然这里的 n 是由图像的分辨率决定的，而且还是比较小

的。考察这些小块就不难发现有四种类型, 如图 3.10 所示。 

    我们发现，对于(b)，(c)和(d)这些有边缘的情形,都是在这个小块中存在灰度

值相差较大的两块区域。我们用 2, 1, 2,iX i n N= = 表示这个n n× 小块的灰度值。

由于各种噪声的作用，它是随机的。一般地说，图像上全局噪声不是一致的,

但是在局部却是相关的，在这个小块上我们假设噪声是独立正态分布。  

    下面我们重新表示一下上述灰度值。在第一块区域中像素灰度值为  
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                           { , 1,2, }iX i m=                         (2.55) 

在第二块区域中像素灰度值为  

                           { , 1,2, }iX i m′ ′=                        (2.56) 

这里有   m m N′+ =

  

(a)一致区域 

 

(b)阶梯形边缘 

由两块组成,每一块至少有三个像素 

  

(c)线 

有一条线通过一致区域 

(d) 点 

在一致区域上由一个点,至少由三个

像素组成 

图 3.10  n n× 子块的几种情形   

(注意:上述对像素数目的要求主要是为了使得统计规律能满足。) 

    再令  
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2( , )i iX N μ σ�                         (2.57) 

2( , )i iX N μ σ′ ′�                         (2.58) 

那么就是说在给定分法(P)的时候存在着下面的这样一个条件假设： 

0 1 2 1

1 2 1

:

:

m m

a m

H
against
H

0

m

μ μ μ μ μ

μ μ μ μ μ

μ′ ′= = = = = =

′ ′= = = ≠ =

L L

L L

            (2.59) 

因为 n 比较小，所以上述两个假设至少有一个是真的(当然也有可能都不对，

可是这样概率太小，所以忽略不计了)如果前者是真的，这就是一个一致区域，

不存在边缘；如果后者是真的,那么这种划分就对应着边缘。通过统计分析构造

了统计量  

2

2
2max

p
p

X XmmW
N S

′−
=

                   (2.60)
 

其中  

2 2 2

1 1
( ) ( ) /(

m m

p i i
i i

S X X X X N
′

= =

⎡ ⎤′ ′ 2)= − + − −⎢ ⎥⎣
∑ ∑

⎦            (2.61)    
 

P 代表一种对这块分为两块的分法。  

如果 2
aW ξ> 则拒绝 ，也就是说这不是一个一致区域；那么这个时候的使

得 最大的分组就对应着边缘。在论文中作者给出了

0H

2W aξ 经过数值计算结果。  

2.12 边缘检测的 Green 函数方法 

Torreao 和 Amaral 利用 Green 函数的性质得到了一种边缘检测的新方法。

下面我们给出一维时的公式，这些公式都可以简单地推到二维。假设信号是

( )I x ，我们的任务就是要计算它的导数。 
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0

)
2u

( ) (( ) lim I x u I x uI x
→ u

+ − −′ =         （2.62） 

令 

( ) ( )I x I x u= −%           （2.63） 

则有 

( ) ( )I x u I x+ =%           （2.64）

把 ( )I x% 泰勒展开 

2

2
u I uI I I′′ ′+ + =% % %          （2.65） 

显然 ( )I x% 可以通过求解（2.65）这个微分方程得到。假设边界条件为 

lim ( ) 0
x

I x
→±∞

=%           （2.66） 

则有 

2( ) ( ) ( ) ( )I x I x u G I x dξ ξ ξ
+∞

−∞
≡ − = −∫%        （2.67） 

其中 为（2.68）定义的 Green 函数 2G

2

0, 0
( ) 2 sin exp , 0

G
u u u

ξ
ξ ξ ξ ξ

<⎧
⎪= ⎨ ⎛ ⎞ ⎧ ⎫− >⎨ ⎬⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠ ⎩ ⎭⎩

        （2.68） 

它是（2.69）的解 

2

(
2
u )I uI I x xδ′′ ′ ′+ + = −% % %          （2.69） 

同理可以得到 

2
ˆ( ) ( ) ( ) ( )I x I x u G I x dξ ξ ξ

+∞

−∞
≡ + = − −∫       （2.70） 
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从而 

0 0

2 20

ˆ( ) ( ) ( ) ( )( ) lim lim
2

1lim [ ( ) ( )] ( )
2

u u

u

2
I x u I x u I x I xI x

u

G G I x d
u

u

ξ ξ ξ

→ →

+∞

−∞→

+ − − −′ = =

− − −∫

%

　　＝ ξ
     （2.71） 

 于是，如果我们定义 

[2 2
1( ) [ ( ) ( )D x G G ]22u

ξ ξ− −�           （2.72） 

则当 的时候， 就是一个微分系统的冲击响应。 0u → 2 ( )D x

 同样的道理，（2.65）可以换为（2.73） 

            
3 2

6 2
u uI I uI I I′′′ ′′ ′+ + + =% % % %         （2.73） 

则得到一个新的滤波器 

3 3
1( ) [ ( ) ( )]D x G x G x− −� 32u

        （2.74） 

其中 

[ ]3

0, 0
( )

cos exp{ } cos( )exp{ } , 0
G x

A
ξ

φ αξ γξ φ βξ ξ
<⎧

= ⎨ − − + − >⎩
  （2.75） 

1.596 0.702 1.807, ,α β γ= = =
u u u

 

{ } 12 2 22 cos [( ) ( ) / 3] sin [1 2 / 3]A
u

φ β α α β γ γ φ β
−

= − + − + + −
  （2.76）
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还可以把 和 结合起来得到一个更好的滤波器。图 2.11 给出了这两

个滤波器的图像。 

2 ( )D x 3( )D x

 

图 2.11 （虚线）和 （实线）两个滤波器的图像 

（在相同的 u下） 

2 ( )D x 3( )D x

2.13 小波多尺度边缘检测方法［51］［52］ 

 多尺度边缘检测方法是先磨光原信号，再由磨光后信号的一阶或者二阶导

数检测出原信号的剧变点（也就是边缘了）。 

 假设原信号是 ( )I x ， ( )xθ 是磨光函数，满足 

1

0

( ) 1x dxθ =∫               （2.77） 

lim ( ) 0
x

xθ
→±∞

=              （2.78） 

这里的 ( )xθ 可以取 Gauss 函数和规范 B-样条． 

为了磨光原始信号，运用卷积 
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* ( ) ( ) ( )I x I t x tθ θ
+∞

−∞
= ∫ dt−          （2.79） 

现在分别对其求一阶导数和二阶导数，有 

* ( ) ( ) ( )I x I t x t dt
x

θ θ
+∞

−∞

∂ ′= ∫ −
∂

        （2.80） 

2

2 * ( ) ( ) ( )I x I t x t
x

θ θ
+∞

−∞

∂ ′′=
∂ ∫ dt−         （2.81） 

定义 

( ) ( )I x x
x

θ∂
Ψ =

∂
 

2

2( ) ( )II x x
x

θ∂
Ψ =

∂
       （2.82） 

由（2.77）和（2.78）有 

( ) 0I x dx
+∞

Ψ =∫
−∞ −∞

  ， ( ) 0II x dx
+∞

Ψ =∫        （2.83） 

所以， ( )I xΨ 和 ( )II xΨ 是小波． 

记 ( )1( ) /s x x sθ θ=
s

 

则 

1( ) ( ) ( / )I
s s

Ix s x x s
x s∂

θ∂
Ψ = = Ψ         （2.84） 

2
2

2

1( ) ( ) ( / )II II
s sx s x x

x s
θ∂

Ψ = = Ψ
∂

s        （2.85） 

那么 ( )I x 关于小波 ( )I xΨ 和 ( )II xΨ 在尺度 和位置s x上的规范小波变换定义为 
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( ) * ( ) *( )( ) ( * )( )I I s
s sW I x I x I s x s I xsx x

θ θ∂ ∂
= Ψ = =

∂ ∂
    （2.86） 

2 2
2 2

2 2( ) * ( ) *( )( ) ( * )( )II II s
s sW I x I x I s x s I x

x x
θ θ∂ ∂

= Ψ = =
∂ ∂ s   （2.87） 

这样 的局部极值对应着 的零交叉点和( )I
sW I x ( )II

sW I x * ( )sI xθ 的拐点。则求边缘

点就可只求 的局部极值或者 的零交叉点。 ( )I
sW I x ( )II

sW I x

 理论证明可以知道阶梯形边缘上点的小波变换的值不随尺度变化而变化，

其它两种则不然。 

 也就是第一种边缘有 

( )
1, ( )

( )
j

l

I
s

I
s

W I x
j l

W I x
= ≠          （2.88） 

由于不一定是理想的第一种边缘或者有噪声及其它情况的影响，只能约等于１。 

因此找一个适当大于 1的 R,则有 

( )1
( )

j

l

I
s

I
s

W I x
R

R W I x
≤ ≤            （2.89） 

于是算法（一维）是： 

A. 取不同的尺度 1, , js L s 和计算 ，（1( )
jsW I x j J≤ ≤ ）； 

B. 设阀值为 T， ( )
jsW I x T≥ ； 

C. 找到另一个阀值 R，
( )1
( )

j

l

I
s

I
s

W I x
R

R W I x
≤ ≤ ，检测 x是不是边缘。 

 这种方法很容易推广到二维。 
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2.14 边缘检测的一种概率方法 

1998 年 David H. Marimont 和 Yossi Rubner［6］ 提出一种边缘检测

的概率方法。 

他们认为一般的方法都要选择阀值，它是与噪声有关的。可是那怕是按照

噪声自适应的阀值选择算法实际上也不是很好。他们提出一种在考虑噪声的影

响下对零交叉点的统计分析得出的算法，这种算法避免了阀值的计算。 

我们以一维为例对算法做简单说明。 

假设 ( ) ( ) ( )I x S x n x= + ，其中 为真实信号， 是噪声。假设噪声是平

稳的、可加的、均值为 0 的白噪声过程。如果我们检测出

( )S x ( )n x

xxS 是一个零交叉点，

那么我们就认为这个点是边缘，也就是说满足（2.90）。 

xxS
xxx

xS < Δ            （2.90） 

这里的 xΔ 表示半个像素长。 

为了避免假零交叉点，我们增加一个条件： 

0x xxxS S <              （2.91） 

先使用 Lindeberg 提出的平滑算子（2.92）作平滑。 
22( ) ( ; ) ( )xT x x e Bασ

α
2ασ −= ϒ = ασ        （2.92） 

于是就有 
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1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

1( )( ) ( ( 1) ( 1)),
2

( )( ) ( 1) 2 ( ) ( 1)),
1( )( ) (( )( 1) ( )( 1)),

x

xx

xxx xx xx

D T x T x T x

D T x T x T x T x

D T x D T x D T x

= + − −

= + − + −

= + −
2

−

     （2.93） 

令 

x

xx

xxx

n
n n

n

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

r  

则可以计算得 的自相关矩阵为 nr

2

0
( ) 0 0

0
n

B F
K n D

F E
σ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

r
          （2.94） 

其中， 

2 2
1 1(0) (2)B T T= −
2 2

      

2 2 22 (2) 8 (1) 6 (0)D T T T= − +  

2 2 2 2 2
1 5(4) 2 (3) 2 (2) 2 (1) (0)E T T T T T= − + − − +
2 2

 

2 2 2 2
1 1(3) (2) (1) (0)F T T T T= − + + −
2 2

 

用 zc 表示满足（2.90）的零交叉点，则 
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{ | ; } { / | ; }xx xxx xx xxx xx xxx

xxx xxx

P zc I I P S S x I I

σ σ
σ σ

= < Δ

⎛ ⎞ ⎛

xx xx

⎞
Δ − − Δ⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝
　　　　　　＝G x G x⎟

⎠

      （2.95） 

其中 

2 2 2
, ; , ;

1 1 1 1
( ) a bt t a bt t

b
t t t

G t L L− − +
−

+ + + +

⎛ ⎞ ⎛
= +⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝ 2
b

t

⎞
⎟
⎠
    （2.96） 

xx xxx

xx xxx

I Ia
σ σ

= 　　, b=  

( , ; ) ( , ; )
h k

L h k x y dydxρ ψ ρ
+∞ +∞

= ∫ ∫  

( , ; )x yψ ρ 是标准的二元正态分布。 

 由于（2.91）的限制，边缘的概率有下面式子决定 

{ } { | 0xx xxxP edge P zc s s }= <         （2.97） 

所以 

{ } { | 0}
{ | 0} { 0} { | 0} { 0}
{ | 0; 0} { 0} { | 0; 0} { 0}

{ 0}

xx xxx

x x x x

x xxx x x xxx x

xxx xxx
x

xx xx

xxx xxx

xx xx

P edge P zc S S
P edge S P S P edge S P S
P zc S S P S P zc S S P S

P Sσ σ
σ σ

σ σ
σ σ

= <
= > > + < <
= > < > + < <

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= Δ − − Δ >⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎛ ⎞ ⎛
+ Δ − − Δ⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝

+ +

- -

G x G x

　　　 G x G x { 0}xP S
⎡ ⎤⎞

<⎢ ⎥⎟
⎠⎣ ⎦

<  （2.98） 

由于 满足高斯分布，所以我们利用（2.98）就可以知道某个点是边缘的概率。 ｘＳ

但是只知道这种概率是也可能导致错误的检测结果。因为导致概率较低的

原因有两个，一种情况就是这个点本来就不是边缘，但是还有一种情况估计这
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个概率的方法噪声很大。所以这个结果又能是不值得信赖的。因此区分这两各

种低概率就很重要。它们的区别是：当尺度增加的时候是边缘的像素它的概率

就会大幅增加因此，引入了“可信度概率(Confidence Probability)”： 

令 
xx

xxx

S
S

⎡ ⎤
⎢
⎣ ⎦

Ｘ＝ ⎥ ，其分布可以计算得到是 ( , )N μ Σ  

xx

xxx

I
I

μ
⎡ ⎤

= ⎢
⎣ ⎦

⎥    ，
2

2

0
0
xx

xxx

σ
σ

⎡ ⎤
Σ = ⎢ ⎥

⎣ ⎦
         （2.99） 

1( ) (tX X )μ μ−− Σ − 概率分布函数是具有两个自由度的 chi-square 分布，记

为 2
2χ 。 

做假设检验 0 :H 0μ = ，如果 1 ( )t
mQ X X c α−= Σ > 则拒绝 假设。这里的0H

( )mc α 指的是 2
2χ 分布的上100 %α 点。如果 不成立，就说明 不是

中心 chi-square 分布，而是一个非中心 chi-square 分布，记为

0H 1tQ X X−= Σ

2
2 ( )χ δ ，其中

1tδ μ −= Σ μ 。这个检验的强度是 

2
2( ) { ( ) ( )}mP cβ δ χ δ α= >           （2.100） 

这个强度定义为正确决定 0 mQ c ( )μ α≠ >并且 的概率。这个概率就是我们所说的

“可信度概率(Confidence Probability)”。 

 这个“可信度概率(Confidence Probability)”随着检测的信噪比的提高而提

高，所以如果这个概率比较小，那么当前像素处前面给出的是边缘的概率就不

可靠。 

 这个结果推广到二维情况就得到图像边缘检测的算法。图 2.12 是作者给出

的这种算法处理的结果：边缘概率图。 
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图 2.12 (a)原图像  (b)细节 

  (c) 边缘概率图：越深表示概率越大 (d)细节 

2.15 任意曲面上图像边缘的检测：基于张量的方法 

 2002 年，王晓明等[56]提出了一种基于张量的边缘检测算法。他们认为现

有的算子总是基于直角坐标系的，无法检测任意曲面上图像的边缘：比如说柱

面贴图、球面贴图、动态景物的数字化效果和三维医学图像等。 

将图像视为欧氏空间中的曲面 ( , , ( , ))x y f x y ，那么图像滤波可以看作是求图
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像的热扩散方程 2f c f
t

∂
= ∇

∂
的差分解。这里的 是演化速率函数，如果 ，

则对应为图像锐化，如果

c 0c >

0c < 则对应为图像平滑。扩散方程的演化相当于加权

模板与图像的迭代卷积，该模板的权系数是由对应点信号的连续性，即像素的

梯度来决定的。由曲面演化理论和欧拉公式可以知道，演化速率函数是曲面主

曲率的增函数时，曲面演化对任意点截形有光顺的效果；反之若是减函数时，

则有锐化的效果。利用拉普拉斯算子的曲线坐标形式，可以得到曲面坐标下的

热扩散方程，从而实现图像滤波。 

2.17 数学形态学方法[57] 

数学形态学是研究数字影像形态结构特征与快速并行处理方法的理论，是

通过对目标影像的形态变换实现结构分析和特征提取的目的。数学形态学以图

像的形态特征为研究对象，它的主要内容是设计一整套概念、变换和算法，用

来描述图像的基本特征和基本结构，也就是描述图像中元素与元素、部分与部

分间的关系。数学形态学作为一种用于数字图像处理和识别的新理论和新方法，

它的理论虽然很复杂，被称为“惊人数学”，但它的基本思想却是简单而完美的。 

 

→ →

↑

原始图像 伊位、交、并、补等集合运算 输出图像

　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　结构元

 

图 2.13 数学形态学的方法 

 

数学形态学算子的性能主要以几何方式进行刻画，传统的理论却以解析方
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式的形式描述算子的性能，而几何描述特点似乎更适合视觉信息的处理和分析。

数学形态学的基本思想如图 2.13 所示。 

数学形态学的理论包含内容十分广阔。特别地，传统图像处理中的线性算

子和非线性算子均是形态学算子的特例！这个令人吃惊的结论说明数学形态学

是一个图像处理的统一理论，是对传统理论的推广，在这个统一理论的框架下，

经典的方法得以在一个新的、统一的层次上进行分析，从而帮助我们从不同的

侧面更深入地了解经典算法的性质并在更广泛的范围、以更灵活的方式对它们

进行改进。利用数学形态学进行图像边缘检测就是其中很重要的结果。 

  数学形态学的主要内容是设计一整套变换，来描述图像的基本特征，或基

本结构。最常用的有 7种基本变换,它们是膨胀、腐蚀、开、闭、击中、薄化、

厚化。其中膨胀(Dilation)和腐蚀(Erosion)是两种最基本最重要的变换，其它

变换由这两种变换的组合来定义。 

灰度图像膨胀和腐蚀定义如下: 

设 A、C 等符号表示灰度图像,A(m,n)表示灰值图 A 在(m,n)点的灰度值。B

为各种运算的结构矩阵,B(i,j)为其在(i,j)点的值． 

定义 1 A 被 B 膨胀,记为C=A B⊕ ,当且仅当 

C(m,n)= [A(m-i,n-j)+B(i,j)-1]
b(i,j)
∨           （2.101） 

其中 表示对所有的 B(i,j)取[
b(i,j)
∨ L] [ ]L 中最大值． 

定义 2 A 被 B 府蚀,记为C=A BΘ ,当且仅当 
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C(m,n)= [A(m-i,n-j)+B(i,j)-1]
b(i,j)
∧      (2.102) 

其中 表示对所有的 B(i,j)取[
b(i,j)
∧ L] [ ]L 中最小值． 

在考察图像各部分之间的关系时,我们需要设计一种收集信息的探针,称为

“结构元素”或“结构矩阵”,如上面膨胀和腐蚀变换中的 B。若在图形中不断

移动结构元素,便可以考察各个部分之间的关系。在形态学中,结构元素是最重

要、最基本的概念,它是这样定义的: 

设 n 维欧氏空间 E(n),则结构元素 B 可以定义为是 或其子空间 上

的一个集合,具有一定的几何形状(如圆、球、有向线段、有向点对等)。结构元

素包含原点,其尺寸相对地远小于所考察的物体。{

E(n) E(n)

B(x),x E(n)}∈ 称为结构元素

簇,点 x 为其“中心”。结构元素在形态变换中的作用类似于信号处理中的“滤

波窗口”。 

边缘反映的是图像的不连续性。对图像的边缘检测正是利用了这种特性。

数学形态学中的膨胀和腐蚀运算有着很直观的几何背景,它们可以使被处理的

图像在一定方向上增厚或减薄,其方向取决于所选取的结构元素 B.结构元素 B

的选择非常重要,若选择一个点或一条直线来作结构元素 B。显然,一个点的单

元素结构矩阵只能使图形发生平移(B 不包含原点)或不变化(B 包括原点);而直

线形结构矩阵则适于按照一定方向处理图像,使图形某一端或某一侧面发生变

化,而不是在四周进行运算。若选择图 2.14 中的四邻域团形结构矩阵进行膨胀

或腐蚀运算时，图形四周被膨胀或腐蚀一圈，其厚度等于结构元素的厚度。原
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图像与这两种运算的差则可以用作全方位的边缘检测,即 或

便可检出图像 A的边缘。 

A-(A B)⊕

A-(A B)Θ

 

图 2.14 邻域团形结构矩阵   

 

除此之外，边缘检测还有很多种方法，比如说最近提出来的边缘流方法［49］

和基于积分变换的边缘检测方法［55］等等。 

这么多方法，到底哪一种方法好呢？这个问题没有一般的答案。因为任何

一种方法都是在一定的假设基础上给出的，效果的好坏要看实际与假设的符合

程度。除此之外还要看应用的目的，边缘检测只是一个中间过程，它不是我们

的最终目的。 
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3. Canny 准则及 Canny 算法 

   

 

1986 年 John Canny 在 IEEE 上发表了划时代意义的文章 A Computational 

Approach to Edge Detection[14]。这篇文章承前启后，作者对过去的一些方

法和应用做了小结[9][15]，在此基础上提出了边缘检测的三条准则——这就是

著名的 Canny 准则(Canny's Criteria)，并在此基础上得到了一个很不错的实

用算法。 本章主要是介绍 Canny 准则及其发展。 

Canny 准则的目的就在于：在对信号和滤波器做出一定假设的条件下利用数

值计算方法求出最优滤波器并对各种滤波器的性能进行比较。 

 

3.1 Canny 连续准则极及其算法 

3.1.1 边缘检测的 Canny 准则 

Canny 考察了以往的边缘检测算子和边缘检测的应用，他发现尽管这些应

用出现在不同的领域，但是他们都有一些共同的要求： 

A. 好的检测结果，或者说对边缘的错误检测率要尽可能低：就是在图像上

边缘出现的地方检测结果中不应该没有；另一方面也不要出现虚假的边缘。这

是显然的，所有使用边缘检测做更深入工作的系统，它的性能都依赖于边缘检

测的误差； 

B. 对边缘的定位要准确：也就是我们标记出的边缘位置要和图像上真正边

缘的中心位置充分接近； 
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    在实践中我们发现仅仅满足这两条的算子并不好，有的算子会对一个边缘产

生多个响应。也就是说图像上本来只有一个边缘点的，可是检测出来就会出现

多个边缘点。于是再添加一个要求： 

    C. 对同一边缘要有低的响应次数。 

这就是 Canny 三准则。事实上，在 Canny 之前就有人提出了类似的要求[13] 

[48]，但 Canny 是第一个明确提出这三条并完整解决这个问题的。 

更重要的是 Canny 给出了这三条准则的数学表达式(以一维为例)。这就使

得寻找给定条件下最优算子的工作转化为一个泛函优化问题。从而为寻找给定

条件下最优滤波器开辟了新的也更有效的道路。 

假设滤波器的有限冲击响应 ( ), [ , ]f x x W W∈ − ，假设要检测边缘的曲线为

，并且我们假设它边缘就在 x=0 处，噪声为 。  ( )G x ( )n x

A. 好的检测结果(Good Detection)：  

就是要把是边缘但是没有检测出来的和不是边缘却检测出来是边缘的这种

概率降到最低。由于这两个概率都随着信噪比提高而单调下降，所以这第一个

准则就等价于求 ( )f x 使得检测后的图像在边缘点的信噪比最大化。 

经过 f(x)滤波后，边缘点处的图像信号的响应是： 

( ) ( )
W

G W
H G x f x

−
= −∫ dx

1/ 2

                    (3.1) 

    而噪声的响应的平方根是  

2
0[ ( ) ]

W

n W
H n f x dx

+

−
= ∫                     (3.2) 

这里的 是单位长度上噪声振幅的均方 2
0n

于是 Canny 第一个准则的数学表达式就是： 
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2 1
0

( ) ( )
( )

[ ( ) ]

W

WG
W

n
W

G x f x dxHSNR f
H n f x dx

−

+

−

−
= =

∫
∫ / 2

                 (3.3) 

 

 B.定位准则(Good Localization)： 

 设检测出的边缘位置在 0x  (记住：实际的边缘在 0x = )，则有  

          a. ( ) ( )G nH x H x+ 在 0x 处取得最大值，所以 

                     (3.4) 

          b. 在 取得最大值，所以  ( )GH x 0x =

(0) 0GH ′ =                          (3.5) 

          c. 于是就有  

2
0 0 0( ) (0) (0) ( ) (0)G G G G 0H x H H x o x H x′ ′ ′′ ′′= + + ≈            (3.6) 

即  

0(0) ( )GH x H x0n′′ ′= −                    (3.7) 

从而 

2 22
02 0

0 22

( )[( ( )) ]( )
( (0)) ( ) ( )

W

n W

W
G

n f x dxE H xE x
H G x f x dx

+

−

+

′′′
= =

′′
W−

⎡ ⎤′ ′−⎢ ⎥⎦

∫
∫

          (3.8) 

⎣

 这里的 ( )E x 表示的是 x的期望。 

因为 0x 越小定位越准确，所以定位准则的数学表达式定义为 

2
0

( ) ( )
( )

( )

W

W
W

W

G x f x dx
Loc f

n f x dx

+

−

+

−

′ ′−
=

′

∫
∫

                   (3.9) 
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则我们的目标是求一个函数 ( )f x ，使得下面这个式子达到最大值 

2 1/ 2 2
0 0

( ) ( ) ( ) ( )
( )

[ ( ) ] ( )

W W

W W
W W

W W

G x f x dx G x f x dx
J f

n f x dx n f x dx

+

− −

+ +

− −

′ ′− −
=

′

∫ ∫
∫ ∫

           (3.10) 

    C. 在理想情况下，我们用滤波器对噪声响应的两个峰值间的距离来近似滤

波器对一个边缘点响应的长度。因为输出信号中相邻两个极大值点的距离是相

邻两个零交叉点距离的 2 倍，而 Rice 在[38]中给出了高斯噪声在函数 g 滤波后

输出信号中相邻两个零交叉点的距离 

1/ 2
(0)
(0)ave

Rx
R

π
⎛ ⎞−

= ⎜ ⎟′′⎝ ⎠
                   (3.11) 

    其中 

2(0) ( )R g x dx
+∞

−∞
= ∫                    (3.12) 

2(0) ( )R g x dx
+∞

−∞
′′ ′= ∫                   (3.13) 

所以噪声在 ( )f x 滤波后两个相邻极大值点的距离为 
2

2

2

( )
2

( )
ave

f x dx
x kW

f x dx

+∞

−∞
+∞

−∞

⎛ ⎞′
⎜ ⎟= ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟′′⎝ ⎠

∫
∫

�                (3.14)

这里的 W 是滤波器 ( )f x 的半宽度。 

    所以在 2W 长的区域里出现最大值的个数的期望为 

max

22 2
n

W WN
x kW k

= = =                     (3.15) 

    显然,只要我们固定了 ，就固定了 长区域中出现最大值的个数。这就是

第三个准则。  

k 2W
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    我们注意到如果 ( )f x 满足这个准则，那么由(3.13)式 ( / )wf f x w= 也满足这个

准则。假设W 与 成比例,也就是说对给定的 ，第三个准则的结果与w k ( )f x 的空

间尺度无关。 

有了这三个准则的数学表达式，寻找最优的滤波器的问题就转化为泛函的

约束优化问题了。 

3.1.2  Canny 准则下最优边缘检测滤波器的求解 

一般情况下，在给定约束(即给定 )下泛函 的最优点不存在紧凑的表

达式。不过可以离散化这个表达式然后求

k ( )J f

( )f x 的数值解。Canny 利用“罚函数”

方法求的了屋顶形边缘和 ridge 边缘的最优算子，你可以在这论文中看到他的

结果。事实上，给定任何形状的边缘都可以求出最优的滤波器出来。  

下面开始讨论阶梯形边缘。假设这个边缘 为是振幅为 A 的阶跃信号)，

则其第一个准则和第二个准则的数学表达式可进一步写为： 

( )G x

0

2 1
0

( )
( )

[ ( ) ]

W
W

W

/ 2

f x dxASNR f
n f x dx

−

+

−

=
∫

∫
                (3.16) 

和  

2
0

(0)
( )

( )
W

W

fALoc f
n f x dx

+

−

′
=

′∫
                 (3.17) 

对 f 的尺度进行变化，也就是令 ( ) ( / )wf x f x w= ，我们发现  

( ) ( )wSNR f wSNR f=                     (3.18) 

( ) ( )wLoc f wLoc f=                      (3.19) 

也就是说增大滤波器的宽度会提高信号比，但是会降低定位准则，可是他们的
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积准则是不会改变的 
0

2 1/ 2 2
0 0

( ) (0)
( ) ( )

[ ( ) ] ( )

W
w W W

W W

f x dx fA AJ f J f
n nf x dx f x dx

−

+ +

− −

′
= =

′

∫
∫ ∫

         (3.20) 

于是我们可以把 J(f)简化为  
0

2 1/ 2 2

( ) (0)
( )

[ ( ) ] ( )

W
W W

W W

f x dx f
J f

f x dx f x dx

−

+ +

− −

′
=

′

∫
∫ ∫

            (3.21) 

Canny 在论文中利用变分法求得了这个带有约束的泛函最优化问题(结果参见

论文)。而(3.13)，(3.17)，(3.18)告诉我们：这个问题的解是与空间尺度没有关

系的。 

Canny 发现这个问题的解可以由高斯函数的一阶导数去很好的逼近。尽管

高斯函数的性能要差一点(是原来的 80%)，但只这种差别肉眼是分不清楚的，

但是使用高斯函数的一阶导数计算就变得比较简单了。 

    在二维情形下，我们就使用二维高斯函数导函数作为滤波器。由于求导和求

卷积是可结合的，所以我们可以先用高斯函数滤波然后再求导： 

( , ) ( ( , ))* ( , ) ( ( , )* ( , ))H x y G x y I x y G x y I x y= ∇ = ∇         (3.22) 

显然我们可以看作是先用高斯滤波器做一个平滑，然后再求梯度。  

    边缘强度——也就是图像在这个像素处的跳跃幅度——可以用“平滑”后的

图像在该像素处的梯度的大小来估计。而这个梯度又可以利用二元函数

在这个点处的两个正交方向的方向导数来求： ( , )* ( , )G x y I x y

1/ 22 2

1 2

= (G*I) * *G I G I
n n

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
⎢ ⎥∇ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

r r边缘强度        （3.23） 
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而边缘的方向可以（3.24）式计算： 

1
1 2

(G*I) *
(G*I)

n G I n
n n

⎛ ⎞ ⎛∇ ∂ ∂
= = +⎜ ⎟ ⎜∇ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝

2*G I n
⎞
⎟
⎠

r r
r r

r

1T

            （3.24）

然后用阀值操作检测其局部最大值就可以检测出就可以得到结果。 

3.1.3 Canny 边缘检测算法 

3.1.3.1 双阀值技术   

Canny 还提出一种对噪声的估计的实用的方法。假设边缘信号的响应是比较

少的而且是比较大的值而噪声的响应是很多的但是值相对较小，那么阀值就可

以通过滤波后的图像的统计累积直方图得到(实践数据表明取阀值为这个累积

直方图的 0.8(后来的 Matlab 中设定的是 0.70)点处的响应值比较好。 

但是，仅仅有这一个阀值是不够的。由于噪声的影响边缘信号响应只有差

不多一半是大于这个阀值的，由此造成了斑纹现象(Steaking)，也就是说边缘是

断的。如果我们把这个阀值降低，我们往往发现会出现错误的“边缘”。为了解

决这个问题，Canny 提出了一种双阀值方法。前面利用累计统计直方图得到一

个高阀值 ，然后再取一个低阀值 (Matlab6.5 中使用的是 )。如果图

像信号的响应大于高阀值，那么他一定是边缘；如果低于低阀值，那么它一定

不是边缘；如果在低阀值和高阀值之间，我们就看它的 8 个邻接像素有没有大

于高阀值的边缘。 

1T 2T 2 0.4T =

3.1.3.2 多尺度技术 

 滤波器的尺度选择一直是边缘检测的一大难题。所谓滤波器的尺度在离散

情形下就是指模板宽度 W。如果 W越大，则检测出的边缘的效果就越好,噪声的

 62



::::数字图像的边缘检测::::  西安交通大学 理学院 王郑耀   

http://www.quzhi.net   QQ:16748251 

影响越少，但是定位就变的越不准确。 

 因此很多作者提出了尺度空间的概念，也就是利用多个尺度进行边缘检测。

这是因为: 

A. 不可能做到无穷小的度量,在现实世界中的任何度量都是在一定尺度下

进行的； 

B. 尺度的大小会影响到度量，我们这里的模板的宽度 W就是如此； 

C. 信息包含在不同尺度中，边缘信息也是如此。因此要想很好地求出边缘

就需要在多个尺度下进行检测； 

D. 小的“孔径”并不一定就比大的尺度提供更多的信息。 

而在连续滤波器中，尺度指的是不同的滤波器一些参数。这些参数决定了

它们当 x → +∞时的衰减速度，比如说高斯函数的参数等等。我前面得到的最

优滤波器是与空间尺度无关的，所以我们可以从它得到各种不同空间尺度的最

优滤波器。用多个不同尺度的滤波器检测边缘的时候，对同一边缘检测出的边

缘的位置是不同的，这个时候我们就选择那个尺度最小的滤波器的结果，因为

理论分析表明尺度小的时候得到的滤波器定位比较好。具体地可以这样做：先

用最小的滤波器去检测边缘并把边缘标记出来，然后估计一下一个较大的滤波

器检测到的这个边缘的位置(把检测结果和高斯函数做平滑)。然后用一个较大

的滤波器和原来的图像做卷积，如果在刚才预测的地方检测的边缘了，那么只

有它的振幅远远大于低尺度滤波器时才接受这个边缘。 

    在此基础上，Canny 设计了一个边缘检测算法，具有很不错的结果： 

   A. 首先用 2D 高斯滤波模板进行卷积以消除噪声; 
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图 3.1  σ=1.4 时的高斯滤波器的逼近模板 

 B. 利用导数算子(比如 Prewitt 算子、Sobel 算子)找到图像灰度的沿着两个方

向的偏导数 ( , )x yG G ，并求出梯度的大小； 

2 2
x yG G G= +                   (3.25) 

 C. 利用 B 的结果计算出梯度的方向 

                                                    tan y

x

G
Arc

G
θ

⎛ ⎞
= ⎜

⎝ ⎠
⎟                      (3.26) 

D. 一旦知道了边缘的方向，我们就可以把边缘的梯度方向大致地分为四种

（水平，竖直，45 方向，13 度方向）。也就是把 0∼180 分为 5 个部分：0-22.5

以及 157.5-180 算做是水平方向；22.5-67.5 算做 45 方向；67.5-112.5 o算是

竖直方向；112.5-157.5 o记为 135 度方向。需要记住的是记住：这些方向是梯

度的方向，也就是可能的边缘方向的正交方向)。通过梯度的方向,我们就可可

以找到这个像素梯度方向的邻接像素； 

o 5o o o

o o o
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图 3.2  梯度方向的分类 

E. 非最大值抑制：遍历图像，若某个像素的灰度值与其梯度方向上前后两

个像素的灰度值相比不是最大的，那么这个像素值置为 0，即不是边缘； 

F. 使用累计直方图计算两个阀值。凡是大于高阀值的一定是边缘； 凡是小

于低阀值的一定不是边缘；如果检测结果大于低阀值但又小于高阀值，那就要

看这个像素的邻接像素中有没有超过高阀值的边缘像素：如果有的话那么它就

是边缘了，否则他就不是边缘； 

G.. 还可以利用多尺度综合技术做的更好。 

图 3.3 是 Canny 检测的处理的结果。 

 

3.2 在 Canny 准则基础上边缘检测的发展 

Canny 准则开辟了一条寻找最优滤波器的一条道路。在 Canny 论文发表之后

陆续出现了很多论文，它们对 Canny 准则及 Canny 的理论进行补充和深入研究

的。下面是一些主要的成果： 
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图 3.3  我的书桌--这是用 Matlab6.5 中的 Canny 算法 

 

3.2.1 Spacek 的最优边缘检测算子[22]  

1986 年 Spacek 利用 Canny 提出的三个准则，但是采用了与 Canny 不同的

优化技术得到了阶梯形边缘的一个含有参数(4 个参数，它们有一些边界条件确

定)的最优边缘检测算子。  

 

3.2.2 R. Deriche 边缘检测的迭代算子[33]  

1987 年 R.Deriche[33]利用 Canny 得到了有限带宽的滤波器。更重要的是他

的这个滤波器可以迭代实现所以更加有效。1990 年 R.Deriche[32]又给出了对图

像进行平滑、求一、二阶导数以及求图像 Laplacian 变换的迭代滤波器，利用这

种迭代方法可以大大减少计算量。迭代滤波器的产生是这样的： 

考虑一维卷积问题 
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1

( ) ( ) ( )
N

y i h k x i k
−

0k =

= −∑              (3.27) 

利用 Z 变换求得它的传输函数是 

1
1( ) ( )

N
nH z h n z

−

0n

− −= ∑
=

                  (3.28) 

如果我们能找一个有理传输函数 

1
( 1)

1 0
1

0

( )
1

m
k

k
k

a n
k

k
k

b z
H z

a z

−
− −

− =
−

−

=

=
+

∑

∑
                  (3.29) 

那么就得到一个 阶迭代系统 n

1

( ) ( ) (
m n

k ky i b x i k a y i k
−

0 1

)
k k= =

= − − −∑ ∑                (3.30) 

当原来的 N 比较大的时候使用这个系统会大大减少计算量。所以问题归结

为如果寻找一个有理传输函数 1(a )H z− 来比较好的逼近 ，然后对具体的滤

波器按照这种方法就可以设计各种不同的迭代系统。对二维情形可以用可分离

的方式的到类似的结果。 

1( )H z−

3.2.3 对定位准则的改进 

 1990年 Tagare 和 deFigueiredo 在论文[11]中指出很多文献显示高斯函数的

一阶导数是边缘检测的一个很不错的算子[9][14][42]。 Lunscher 和 Beddoes 的

[46][47]对这个算子进行了深入的研究。可是 Canny 的准则中得出的结果它并不

是最优的，而仅仅是最优算子的一个良好逼近。作者经过研究发现 Canny 的定
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位准则有一些问题，可以做进一步的改进。 

 第一个问题是(3.4)式中满足等式的 0x 的不只是一阶导数的第一个零交叉

点，但是实际上还有其它一些零交叉点，它们的影响不能忽略。 噪声信号是一

个随机过程，根据随机过程理论(3.8)式中 的估计是有问题的。  2
0[( ( )) ]nE H x′′

 Tagare 和 deFigueiredo 根据随机过程中的理论估计出输出信号中最大值的

密度为 

( )2 2

Pr ob{Maximum Between x and   x+dx}( )
dx

(0)1         = exp ( ) / 2
2 (0)

n

n

n

H
H

H

x

R
f x

R

μ

σ
π

′
′

′

=

′′
− −

        (2.31) 

显然 ( )xμ 的极值在 0 点求得为 

max

(0)1
2 (

n

n

H

H

R
R

μ
π

′

′

′′
= −

0)
                       (2.32) 

则相对密度为 

( 2( )( ) exp ( ) / 2
nrel H

xx f x )2

max

μμ
μ

σ ′= = −                (2.33) 

我们可以用(3.34)作为定位准则。在这个准则下作者证明高斯函数的导数是

边缘检测的最优滤波器。 

20 0

2 2

22

(1 ( ))

( )
              

( )

rel
n Q nJ x

x f x dx

w f w dw

μ
π π

+∞

−∞

+∞

−∞
+∞

= = −

≈

∫

∫
∫ w

x dx

−∞

                    (3.34) 
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3.2.4 基于 Canny 准则的斜坡型边缘的最优检测算子 

1991 年，Maria Petrou 和 Josef Kittler[28]中指出：前面的算法都是假

设图像中的边缘都是带有高斯白噪声的阶梯形边缘，但是实际上图像中的边缘

并不是这种理想的情形。正如 Nalwa 在[44]所说的那样，图像在数字化的时候

有一个模糊的过程，这种模糊过程会把阶梯形边缘转化为斜坡型边缘。因此，

Maria Petrou 和 Josef Kittler 假设边缘是具有如下函数表达式(一维情形):  

                         
1 / 2,

( )
/ 2, 0

sx

sx

e x
c x

e x

−⎧ 0− ≥
= ⎨

<⎩
                (3.35) 

其中，s是一个正的常数。 

    图 3.4 是我用 Mathematica 作出的当 s=1 时的 c(x)的图像。 

 

图 3.4 Petrou 和 Kittler 所假设的边缘外观,s=1 

 

然后利用和 Spacek 相同的方法求得了边缘是这种函数表达式下的最优滤

波器，并且证明了理想阶梯形边缘不过是其中的极限情形罢了。从而也得到了

最优阶梯形边缘的最优检测算子。 
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3.2.5 边缘检测的最优无限冲击响应滤波器 

 1991 年 Sudeep Sarkar 和 Kim L.Boyer[40]对前面的工作做了一个小结，并

对 Canny 的准则做了一些修改，然后在修改后的准则的基础上利用变分法和数

值优化方法求出了阶梯形边缘的最优线性滤波器。这个滤波器可以被一个 IIR

数字滤波器很好的逼近。这个滤波器不是 Canny 所得出的高斯函数的一阶导数。

这个 IIR 滤波器的计算效率高，硬件实现起来也很实际，要比高斯函数的一阶

导数要好的多。 

 

3.3 Canny 连续准则存在的问题 

 Canny 准则是一个连续准则，也就是说是在假设图像和滤波器都是一个连

续函数的情形下给出的。但实际上数字图像是离散的，滤波器也应该是离散。

在实际中就需要把连续的滤波器离散化以选择合适的模板。这就要问：到底选

择一个多大宽度的模板？在连续域所谓的最优的滤波器在离散的数字图像上还

是不是最优的？下面我们从几个方面说明这个问题。 

首先，这种连续准则虽然可以比较很多滤波器的性能，但是对一些离散滤

波器它是无法使用的，比如说 Sobel 等滤波器。 

第二，在 2.10 中 Torre 和 Poggio 证明了数字图像的导数是一个病态问题。

所以直接从连续域中分析然后再把连续滤波器离散化这样得到的滤波器从理

论上是不好的。 

 第三，连续域和离散域之间一个很大的区别在于离散域中的有频谱重叠现

象(Spectrum Overlapping)。这也导致了离散域和连续域的性质有很多不同。1994
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年 Didier Demigny[3]从 Canny 连续准则出发直接给出了离散准则。也就是说

在连续准则中的表达式直接改为离散的:积分换为求和,求导数换为求差分等。

然后计算出了这个离散准则下的最优滤波器,他做了很多实验。最后发现:连续

域中的最优滤波器抽样后的结果没有直接从离散准则中得到的滤波器好。 

 后来 Didier Demigny 又对边缘检测的离散准则经行研究[3][4][5]。最终

在给出了真正意义上的离散准则[1]。 

我们将在第四章介绍 Didier Demigny 在[1]中的结果。 
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4.边缘检测的离散 Canny 准则 

 

 

 上一章中我们考察了边缘检测的 Canny 连续准则，在最后我们指出这种连

续准则的局限性和无法解决的几个问题。本章我们给出边缘检测的离散准则。

这种离散准则的好处在于：首先，利用它可以直接得到离散域中最优滤波器，

而不用像以往那样在连续域中研究后再抽样；第二，这个准则可以用来计算经

典滤波器的尺度参数。利用这三个准则，就可以通过分析方法和数值方法得到

了各种单个准则以及它们的联合准则下最优滤波器。对这些滤波器各种准则的

值的研究，发现前两个准则（Σ 和 ）与Λ maxx 准则之间的矛盾性。Didier Demigny

［１］发现在新的离散准则下第三条准则的作用被阀值操作取代了。试验结果

证明了这一点。 

最优化 准则得到的滤波器是边缘检测的最佳选择。我用数值方法求出了

这个最优线性边缘检测算子。 

ΣΛ

4.1 基本符号定义 

 4.1.1 离散导数及卷积 

对于一个离散抽样信号 ，它的一阶导数序列g g ′定义为     

                    ，n∀ 1−−=′ nnn ggg                      （4.1） 

以同样的方式，我们可以定义 的二阶导数： g

        1−′−′=′′ nnn ggg                        （4.2） 

 我们可以证明下面这个有关卷积和导数的定理： 
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如果 ，那么就有 ehs ∗=

        ehehs ∗′=′∗=′                      （4.3） 

如果说序列 的最大值在 处取得的话，那么必有 g 0n

                                                     (4.4) 
⎩
⎨
⎧

<
>

+

−

1

1

00

00

nn

nn

gg
gg

也就是说，必然有 

⎩
⎨
⎧

<′
>′

+ 0
0

10

0

n

n

g
g

                         (4.5) 

4.1.2 输入信号 

Canny 准则需要一个输入信号。它是我们从图像信号中抽象出来的，是我

们建立准则的对象。我们就是要求当图像信号是这个信号时的最优滤波器，然

后就把这个滤波器作为我们的算子。所以，输入信号的选择很重要。 

以往输入信号选择的都是连续信号，如 (2.18)，(2.31)和(3.35)等等，然后在

此基础上建立了相关准则。但是真正的数字图像是离散的，所以还得把这个连

续滤波器离散化，从而出现了前面我们所说的问题（参见 3.3 节中的结论）。这

里我们选择的是离散的输入信号，在此基础上建立了离散准则。 

为了把最近的边缘考虑在内，输入信号定义为带宽为 d 的阶跃信号而不是

Canny 使用的单阶梯型信号。 

)( dnnn UUAe −−=                     （4.6） 

这里的 U 是离散的 Heaviside 序列，也就是说 
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⎩
⎨
⎧

=
≥=

thero0,U
0n1,U

n

n                       (4.7) 

图 4.1 给出了这个输入序列的图像。 

 

图 4.1 输入信号的 

值得注意的时候，这种信号也考虑到了图像的分辨率。有一些滤波器，比

如说[36]中的指数滤波器、[32]中的 Deriche 滤波器以及高斯函数的一阶导数做

成的滤波器（FDOG）都有一个分辨率，这个分辨率是一个参数的函数(比如说

FDOG 滤波器中的σ 参数)。我们这里的参数可以定义为输入的阶跃信号的带宽

d.这是很有道理的：对同一图片在不同的分辨率下扫描，其中的一条线（连续

的模拟信号）用不同长度d离散数字表示，这个d与分辨率成正比。后面给出

的 准则可以用来计算在给定分辨率下的最优参数。 Σ

4.1.3 对噪声的假设 

在 Canny 的研究中，在信号中加入了方差为 白高斯噪声 N。我们这里假2
eσ
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设噪声为离散的方差为 2
eσ 的白高斯过程。 

4.1.4 滤波器 

离散滤波器具有有限脉冲响应 ，对于边缘检测的梯度算法来说 对应一个

反对称函数： 

h h

0,0,0 0 =−=>>∀ −− hhhhk kkk 并且成立和有 .            (4.8) 

W k W− ≤ ≤  

 

综上,我们的问题就是设计一个 （注意,现在它仅仅是一个具有 W 个参变

量，这 W 的量就可以确定这个函数）以在我们假设的噪声下也能有效地检测边

缘，也就是要检测卷积信号 的最大值和最小值的位置。 

h

ehs ∗=

4.2 边缘检测的离散三准则 

4.2.1 准则 : 好的检测结果 Σ

4.2.1.1 准则 : Σ

对于(4.6)给出的信号 来说，滤波器的输出结果显示在ne =n 0 附近取得最大

值，而在 d 处取得最小值，而且他们的绝对值相同。不失一般性，我们的准

则只考虑检测信号的最大值。在没有噪声的情况下输出信号 满足： 

=n

ns

∑=
n

kn hAs
+−= dnk 1

                       (4.9) 

仔细检查信号 s 的一阶导数我们发现 
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=′
≤−=′

−=′

−

−

0 0
)(

d

dnnn

hhs
Ahs

hhAs

−−−− 111 d

                       (4.10) 

对于一个具有大于或等于 2d+1 个系数的滤波器，因为 00 <′s 所以它的最大值不

可能位于 n=0 点。由于当 n 趋于负无穷大的时候 迅速衰减，因此总是存在着

一个小于零的整数 n 使得

nh

ns′ 大于零，所以说 s 的最大值一定落在负无穷大到零

之间。令 为满足0n 0
0

>′ns 且离 0 最近的整数。那么 就信号 s 中最大值出现的

位置。对于“好的”滤波器， 应该 

0n

10 −=n 。 

 在只考虑噪声的情况下,输出噪声的方差 可以用下式计算得到： 2
sσ

∑
+∞

−∞=

=
k

kes h 222 σσ                       (4.11) 

 正如在 Canny 所做的那样，我们定义边缘检测的结果好坏的准则 为在信

号极值点 处输入信号与输出信号的信噪比的提高。利用(4.9)和(4.11)得到 

Σ

0n

∑
∑

∞+

−∞=

−−==Σ
k k

n

dnk k

h

h
2/12

1

][

0

0                       (4.12) 

 

4.2.1.2 准则 下的最优滤波器 Σ

根据 h 的反对称性质和在假设下边缘位于 10 −=n 的事实，下面这个量必须

达到最大化： 

[ ]
∑
∑

−

−∞=

−

−== 1 2

21

k k

dk k

h

h
F                       (4.13) 
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 令(4.13)的梯度为 0 我们就可以计算得到 的最优值。于是得到： kh

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−<

=−≤≤− ∑−

−=

0,

,1
1

k

di i
k

hdk
F

h
hkd

             (4.14) 

这就证明了在最优检测结果的准则下最优滤波器是冲击响应具有 2d+1 个常系

数的滤波器。其实这就是盒式微分滤波器（DOB）： 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=≤≤
=

=−≤≤−

1,1
0

1,1

0

k

k

hdk
h

hkd

                    (4.15) 

试验结果以及冲击响应最优值每一个系数的小的变化后的结果确认了这个

滤波器确实使得这Σ 的最大化，即使我们知道当梯度等于 0 的时候只能保证极

值的存在性的情况下。 

下面我们说明Σ 下最优分辨率参数的存在性：当这个滤波器的带宽增大的

时候，输出信号（也就是Σ 的分子部分）伴随着输入信号的两个灰度跃迁各自

的响应的叠加而加速衰减。另一方面，噪声的衰减随着滤波器的带宽的增加而

加快。于是，在给定的分辨率下总是存在参数的最优值。 

所以利用 准则可以计算各种滤波器的分辨率参数的最优值[5]。 Σ

4.2.1.3 准则下的最优值和归一化准则 Σ

使用表达式（4.12）和（4.15），我们可以计算出Σ 的最大值为 

2
d

Max =Σ                          （4.16） 
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可以定义一个取值在 0 到 1 之间的归一化准则 NΣ  

Max
N Σ

Σ
=Σ                          (4.17) 

 

4.2.2 边缘检测的定位准则 

在上一部分，我们已经看到了在另一个方向的第二个跃迁的存在性(存在于

离第一个平移的距离为 d 的地方)，它导致了边缘的坏的定位： 。这种

情况在滤波器的带宽小于 2d+1 的情况下不会发生，但是我们还是的考虑带宽

比较大的滤波器。滤波器的带宽参数要按照一定的规则选择以防止上述事情的

发生。在这一部分，我们会检查在存在噪声的情况下带来的附加的误差。 

10 −<n

 

4.2.2.1 准则 :噪声对边缘定位的影响 Λ

正如我们在上一部分所说那样，我们只是考虑去检测从低到高的跃迁。在

的局部看，我们可以看到： 并且

0n

0
0

>′ns 010
<′ +ns .噪声可以引起定位向着 0 或者

更小的负数移位。在第一种情况下，定位误差是可以消除的。所以我们只考虑

第二种情况，也就是计算 的概率 P。如果方差为 的高斯噪声 N 加入到

信号中，那么在 处的总输出为 

0
0

>′ns 2
eσ

0n

∑∑ +∞

∞− −+−=
+= kkn

n

dnk kn NhhAs
0

0

00 1
           (4.18) 

它的一阶离散导数是 

∑
+∞

−− ′+−=′ kkndnnn NhhhAs
0000

)(
−∞=k

                (4.19) 
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得到 的概率 P 为 0
0

>′ns

)(
2
1)0(

0
Λ+=>′

e
n

AerfsP
σ

                  (4.20)

其中, dtexerf
x

t

∫
−

=
0

2

2

2
1)(
π

 ，Λ  是定位准则 

        
[ ] [ ] 2

1
2

1

2
1

2

0

000

∑
∑

∑ ∞+

∞−

+−=

∞+

∞−

−

′

′
=

′

−
=Λ

k

n

dnk k

k

dnn

h

h

h

hh
                  (4.21) 

 

4.2.2.2 准则下的最优滤波器 Λ

根据h的反对称性质以及在 10 −=n 时要达到好的定位，下面这个量要达到

最大化： 

[ ]
∑

∑
∞+

∞−

+−=

′

′
=Λ

2

2

12

0

0

k

n

dnk k

h

h
                    (4.22) 

注意到下标处于{-d,d}之外的系数仅仅分布在分母上。优化Λ含有在 准则中这

些系数等于零的意思。考虑到 且

Σ

00 =h 0)1( =+± dh ，所以有 

∑∑∑
−+

′−=′⇒=′=′
1

0

01

0 kk

d

k hhhh
−=−==1 dkdkk

               (4.23) 

从而有 

( )

1

21

1 2
2 22

−

−

−=

−

−=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

′

′
+=Λ

∑
∑

dk k

dk k

h

h
               (4.24) 

所以，下面这个量要最大化 
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[ ]
∑
∑

−

−∞=

−

−=

′

′
= 1 2

21

k k

dk k

h

h
F                  (4.25) 

在(4.25)中，如果我们令 gh =′ ，不难发现这个式子和(4.13)很相似。 

 所以有 

1, 1kd k h′− ≤ ≤ − = .              (4.26) 

所以,利用边界条件 就产生了在此准则下的最优滤波器的表达式

，在表达式中 的值随着

1 0dh− − =

Λ kh k 的增加而衰减到 0 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−=≤≤
=

++=−≤≤−

1,1
0

1,1

0

dkhdk
h

kdhkd k

k

              (4.27) 

和第一个准则一样，这个准则下的滤波器也具有有限 ( 12 +d )的冲击响应。 

 

4.2.2.3 准则下的最优值及其归一化准则 Λ

综合(4.21)和(4.27)，我们可以计算出Λ的最优值 

)1(2max +
=Λ

d
d                     (4.28) 

当 增加的时候到无穷大的时候，定位准则存在极限是d
2

1
。考虑到(4.20)，这

就意味着当输入信号的信噪比大于 的时候，边缘检测 99%的地方都会成

功。 

dB10

 我们可以定义一个归一化准则 NΛ  
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maxΛ
Λ

=Λ N                        (4.29) 

显然， 的取值在 0 到 1 之间。 NΛ

 

4.2.3 噪声极值间的距离 

4.2.3.1 准则 maxx

我们假设输入信号仅含有噪声，所以我们可以计算出概率来以得到极大值

所在的位置 。我们有 0m

0
0

>′ms  和 010
>′− +ms                   (4.30) 

这里 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

′=′−

′=′

∑
∑

∞+

−∞= −++

+∞

−∞= −

k kmkm

k kmkm

Nhs

Nhs

00

00

11

               (4.31) 

0ms′ 和 是两个具有相同方差10 +′− ms xσ 的并且相关系数为 ρ 的随机过程，这里 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

′

′′
+−=

′=

∑
∑
∑

∞+

−∞=

∞+

−∞=

+∞

−∞=

k k

k k

k kex

h

h

h

2

2

222

2
1ρ

σσ

               (4.32) 

于是，极大值点位于 的概率 为 0m NP

21

)(
)1(2

1

0 0

2

2

12 212
22

2
1

1

)2(
dxdxeeP xx

xxx

x
N

σ
ρ

ρσ

ρ

πσ
−

−
−∞+ ∞+ −−

∫ ∫×
−

=       (4.33) 

于是 
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π
ρ

2
)cos(−

=
arPN                        (4.34) 

于是,极大值间的平均距离 为maxx
NP

1
。这就是 Canny 第三个准则的离散版本： 

)cos(
2

max ρ
π

−
=

ar
x                      (4.35) 

4.2.3.2. 准则下的最优滤波器 maxx

当 1−→ρ 时, 最大化，所以同时就有下面这个量 G 取得最小值 maxx

∑
∑

∞+

−∞=

+∞

−∞=

′

′′
=

k k

k k

h

h
G

2

2

                    (4.36) 

G 的梯度等于 0，如果对于任意  k

0)4()26()4( 2112 =+−+−+−+ −−++ kkkkk hhGhGhGh        (4.37) 

为了解这个方程，我们先假设G是一个常数，然后我们要证明他的解满足(4.36)。

这就导致了一个线性差分方程组，它具有解的形式为 [24]，这里的 q是特征

方程的所有的根。 

kq

01)4()26()4( 234 =+−+−+−+ qGqGqGq            (4.38) 

这个方程具有二重根 以及两个模为 1 的复共轭根 1=q

21 ρρ −±−= iq                         (4.39) 

令 ρθ −=cos ，则最优滤波器可以用下式得到： 

θθ kDkCBkAhk sincos +++=                (4.40) 

与其它的几个准则相比，这个结果不依赖于 d(所以，所以第三个准则与输入信
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号无关)所以，对于具有任意长冲击响应( 12 +W )的滤波器我们都可以得到最优

滤波器。其中的 A、B 、 、 四个系数中的一个可以任意选取。其他三个常

数由边界条件确定： 

C D

0210 === ++ WW hhh                

通过试验我们发现：利用 准则，最好的滤波器中maxx A＝ ＝0。 而C B 任意选

取。冲击响应长度为( )的最优滤波器可以由下式得到： 12 +W

)sin( θkDkhk +−=                 (4.41) 

其中 

1))2sin()1(sin( −+−+= θθ WWD            (4.42) 

θ
θ

)1sin(
)2sin(

1
2

+
+

=
+
+

W
W

W
W                (4.43) 

θ 取满足(4.43)式的
32 +

3
W

π
的最接近的值。可以证明这个滤波器满足(4.36)式给

出的边值条件。 

4.2.2.3 maxx 准则下最优滤波器的数值计算算法、程序及结果 

 前一节中我们得到了 maxx 准则下最优滤波器的数学表达式（4.41），但是我

们并没有得到最终的结果。下面我们通过数值方法利用边界条件求得最优滤波

器表达式中的常数并求得最终的表达式。 

 （4.41）是这个最优滤波器的数学表达式，显然只要确定了 D 和θ 就可以

得出。（4.42）和（4.43）是根据边界条件得到的约束条件，在不同的 W下（4.43）

确定了θ 的值，再利用（4.42）就可以得到 D的值。 
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 经过大量的数值试验，我们以
3

2 3W
π
+

初值利用梯度法就可以求的各个尺度

下的最优滤波器的参数θ 。然后可以计算得到最优滤波器。 

 程序和计算结果参看附录一。 

4.2.3.４. 准则下的最大值和归一化准则 maxx

利用(4.35)和 ρθ −=cos ，我们可以得到 的精确值 maxx

θ
π2

max =x                           (4.44)

利用（4.44）可以计算得到相应于不同 W 的 maxx ，参看表 4.1 

 

W 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

maxx  3.346 4.860 6.266 7.770 9.071 10.41 11.87 13.27 14.67 16.07 

W 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

maxx  17.47 18.87 20.27 21.67 23.06 24.66 25.86 27.26 28.66 30.06 

表 4.1  不同参数下 maxx 的值 

 

利用最小二乘方法可以得到 逼近式：maxx 2.066522+1.399904 W� ，逼近式中的

随着 W 的线性增加 maxx

                     )32(max += Wx η         (4.45) 

其中 

699.0≈η                    
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它的归一化准则 (取值在 0,1 之间)可以定义如下： Nxmax

)32(699.0
max

max +
=

W
x

x N                   (4.46) 

4.3 最优检测-最优定位联合准则下的最优滤波器 

4.3.1 和 的联合优化 Σ Λ

对于 Σ 或者 Λ 准则中的任何一个来说，最优滤波器的尺度是

。下面我们将要寻找在同样的尺度下使得这两个准则同时达到最

大化的滤波器。为了简单，我们没有写出下列方程中求和项中的指标限制-１和

： 

12d12 +=+W

d−

( )
∑

∑=Σ 2

2

2

2 k

k

h
h

 和 

1

2
1

2
2 22

−

−
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ′
+=Λ ∑

h
hk

     (4.47) 

 （4.47）中修改了的关于 的表达式是从（4.21），（4.23）和 得到

的。我们要记住：最优化并不依赖于滤波器的全局增益（Global Amplification）。

这就隐含了我们可以固定 中的一个，我们选择固定 ＝１。为了最大化 和

的组合，也就是要使得下式实现最小化： 

Λ 10 −−=′ hh

kh 1−h Σ

Λ

( ) ∑
∑
∑ ′+ 2

2
k

2
k

h

h
khμ          （4.48） 

这里μ 是一个正的常数。（4.48）取得最小的值的条件是它的梯度为 0，从而可

以推出对每一个在 2− 到 中的任何一个整数 k 有： W−

Fhhh kkk 2)1(2 11 =′−′++′− −+ μμμ       （4.49） 

上面的μ ′是一个正的常数，F 是一个满足下面条件下的约束条件 
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∑
∑

−

−

−

−= 1

1 2

d k

d k

h

h
F            （4.50） 

显然，当μ ′＝0 时这个方程对应着Σ 的最优化；当 ∞→′μ 时，它对应着Λ最优

化。μ ′对应着定义了两个准则的相对权重。利用在前面最优化 的技术，我

们找到了当 时的 的表达式，其中的正实数 是： 

maxx

0≤k kh q

μ
μμ

′
′+±′+

=
211

q         （4.51） 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++−=≤<
==

++=<≤−

−

−

)(,0
0,0

,0

0

FBqAqhdk
hk

FBqAqhkd

kk

kk
k

k

     （4.52） 

记住对任意 ， 。边界条件0>k kk hh −−= 11 =−h 和 01 =+Wh 把 A 和 B 定为 和

的函数。接下去对 的每一个值，利用（4.50）确定 。而 自己是两个准则相

对权重的函数，由（4.51）确定。 

q F

q F q

4.3.2 准则下的优化 ΣΛ

Σ 和 的乘积准则记为Λ ΣΛ准则，ΣΛ准则的最优化是前面优化的特殊情形。

当我们选择μ ′满足 

∑
∑

−

−

−

′
=′

0 2

1 2

d k

d k

h

h
μ              （4.53） 

时， 的梯度为 0。代入（4.51）后我们得到： ΣΛ

20 2

1 2

)1( q
q

h

h

d k

d k

−
=

′∑
∑

−

−

−          （4.54） 
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当 A， B ， 由前一节中那样确定的时候，（4.54）定义了一个乘积ΣΛ 下

的最优滤波器的参数 。  

F

q

4.3.3 准则下最优线性滤波器的计算算法、程序及结果 ΣΛ

下面我们通过数值方法利用边界条件求得最优滤波器表达式中的常数，并

求得 准则下对应不同W 的最优线性滤波器。 ΣΛ

 （4.52）给出了滤波器的表达式，但是需要利用边界条件 和

和约束条件以及（4.50）和（4.54）确定常数。由

11 =−h 01 =+Wh

11 =−h 和 把 定为

的函数 

01 =+Wh A,B

,q F

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−
+−

=

−
+−

−= +

)1(
)1(

)1(
)1(

2

2
1

W

W

W

W
W

qq
FqFB

q
FqFqA

       （4.55） 

从而得到关于 的方程组 ,q F

             

1 2

1

1 2

0 22 (1 )

kd

kd

kd

kd

h
F

h

h q
qh

−

−
−

−

−

−

−

⎧
⎪ =
⎪⎪
⎨
⎪

=⎪ −′⎪⎩

∑
∑

∑
∑

          （4.56） 

其中 

, 1k k
kh Aq Bq F d k−= + + − ≤ ≤ −  

这是一个非线性方程组，随着 W＝d的增加，方程的次数不断增加。方程的解求

起来越来越困难，只能选比较好的初值搜索。经过大量的数值试验我们求得了
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W=1 时的解；然后我们以 W=1 的解作为初值去搜索求解 W=2 时的解；依此类推。 

程序和计算结果参看附录二。 

4.4 综合考虑Σ 、Λ、 时的最优滤波器 maxx

4.4.1 任意组合 

因为对于 和Σ Λ准则来说，最优滤波器的尺度为 1212 +=+ dW 。下面我们

就在这个尺度去寻找在限制 时的最优滤波器， 这里的 随着滤波器的尺

度的增加而变大。正如前面一样，为了简单起见下面我们在写求和的时候我们

不写求和的指标限制

maxx maxx

1− 和 d− 。下面这个量就要实现最小化： 

( ) ∑
∑∑

∑
∑

′

′′
+′+ 2

2
2

2
k

2
k

h

h

k

k
k h

h
h δμ       （4.57） 

这里的μ 和δ 是连个正的常数，记住 是可以任意选取的。（4.57）的梯度为 0

则得到： 

1−h

Fhahahahaha kkkkk 22211001122 =++++ −−+++     （4.58） 

其中 

δ22 =a  δδμ Ga 2821 +−−=  δδμ Ga 412420 −++=      （4.59） 

其解必须满足两个条件， 

∑
∑

−

−

−

−= 1

1 2

d k

d k

h

h
F   和 

∑
∑

−

−

−

−

′

′′
= 1 2

1 2

d k

d k

h

h
G        （4.60） 

根据（4.59）特征方程的根实数或者复数性质，有两类不同的解。大量的试验

结果证明当根是复数的时候上述准则达到最大化。当 0≤k 的时候， 的表达式

如下（ 是一个正实数）： 

hh

q
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FkDqkCqkBqkAqh kkkk
k ++++= −− θθθθ sinsincoscos   （4.61） 

我们这里暂且加设  和q θ 是已知的。由于在优化中要使用 的 2 阶导数，

所以两边各有两个边界条件： 

h

任意值=−1h    0210 === ++ WW hhh  

这里我们不是使 强制为某个数，而是定义 的值为 1。这种方法简化了寻找

常数的寻找。使用边界条件，可以计算常数

1−h F

B ，C ， 。于是，利用（4.60）

中 F 式可以决定 A。而约束 G 现在可以用来确定

D

θ 作为 的函数。但是，这个

很难给出一个解析函数表达式。我们选择数值模仿方法得到三个准则共同作用

下的最优滤波器的参数。 

q

4.4.2  . . 共同作用下的最优滤波器的计算程序及结果 Σ Λ maxx

这个方程更加复杂，解起来比较困难。Didier Demigny [1]给出了他们计算经

过大量数值试验得出的 xΣΛ 准则下最优滤波器的参数 , qθ （仅仅给出了

的，见表 4.2）。我们就利用这些参数来计算

时的滤波器。我们将在附录三中给出滤波器的计算程序结果。 

2, 4,6,8,10, 20W = 2, 4,6,8,10, 20W =

 W 2 4 6 8 10 20 

θ  1.2 16.2 11.9 9.38 7.76 4.18 

q  .570 .632 .710 .761 .797 .884 

表 4.2 三准则共同作用下的 

对应不同最优滤波器带宽 W 的参数 和q θ 的 

4.4.3 两个近似最优滤波器 

 Didier Demigny[1]通过数值模拟发现三个准则同时使用时，θ 和 的值很近q
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似变化不大。例如，对 ，当10=W 77.0=q 时 

当 0→θ 时， NΣ 从 92％变化到 90％； 

当 0→θ 时， NΛ 从 65％增加到 75％； 

当 0→θ 时， 从 92％下降到 82％； maxx

当 0→θ 时，三个准则的合成从 57.2％下降到 56.7％； 

当 0=θ 时， 发生些微的变化（35％）。 maxx

这就提示我们：我们可能损失第三个准则以提高定位的准确性，同时保证

检测质量和三个准则的积准则的相对稳定。当 0→θ 时，当 0<k 滤波器的表达

式为 

FqDkBqCkAh kk
k ++++= −)()(       （4.62） 

 同上，Didier Demigny [1]也给出了他们计算经过大量数值试验得出的 xΣΛ 准

则下最优滤波器的一个逼近的参数 , qθ （仅仅给出了 2, 4,6,8,10, 20W = 的，见

表 4.3）。我们就利用这些参数来计算 2, 4,6,8,10, 20W = 时的滤波器。 

 

W 2 4 6 8 10 20 

q  0.37 0.53 0.63 0.69 0.73 0.85 

表 4.3 强制定位滤波器： 

对应不同尺度W 的参数 的值 q

 

这些值使得ΣΛ取得最大，因为三个准则的积下的值与最优值很接近。我们

将在附录四中给出利用这些参数计算最优滤波器的程序及其结果。 
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试验告诉我们对于（4.62）中的滤波器，当 1=q 的时候 maxxΣΛ 取得最大。

在这种情况下，（4.58）的根是四个相等的根。答案是一个简单的滤波器： 

⎪

⎪
⎨

⎧

−=≤<
==

++++−=<≤−

k

k

hhdk
hk

WkWkkhkd

,0
0,0

)2)(1(,0

⎩ −kk

     （4.63） 

 

4.5 各种滤波器性能对比 

4.5.1 各种滤波器的冲击响应 

我们定义满足准则 i和 j 滤波器为 ： ， ， ， ， ，

我们用 表示（4.62）中给出的滤波器，用 表示（4.63）给出的滤波器。 

在不同 W 下的表达式由（4.15）给出； 在不同 W 下表达式由(4.27)给出； 

不同 W 下 我们在 4.2.2.3 节计算得到； 不同 W 下 我们在 4.3.2 节计算

得到；不同 W 下 我们在 4.4.2 节计算得到； 不同 W 下 我们在 4.4.3 中

计算得到；不同 W 下 的表达式由(4.63)。 我们又添加了 Shen 滤波器（又

叫指数滤波器），Deriche 滤波器，Gaussian 函数一阶导数滤波器（FDOG）的

冲击响应。这些滤波器的尺度参数可以通过最大化

LijH ΣH ΛH xH ΣΛH xH ΣΛ

LH PH

ΣH ΛH

xH ΣΛH

xH ΣΛ LH

PH

ΣΛ得到。在图 4.2 中我们可

以看到这些滤波器当 时的冲击响应。 20=W

因为 ， 和 有相似的响应，所以我们只画出了 的图形。 xH ΣΛ LH PH xH ΣΛ

有了这些具体的滤波器，我们就可以计算它们在不同准则下的性能指标，

从而可以对比它们的性能以挑选最优线性滤波器。 
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4.5.2 各种滤波器在不同准则下的性能指标比较 

 我们已经计算得出了所有最优滤波器，有了这些具体的滤波器参数，我们

就可以计算它们各种准则下的性能指标，也就它们的Σ ，Λ， maxx ，ΣΛ以及 xΣΛ

的值。 

 

图 4.2 各种标准下的最优滤波器以及一些经典滤波器的冲击响应 

 

图 4.3 给出了所有上述滤波器的最优检测准则Σ 的值。我们发现除了 滤

波器和 滤波器以外其他几个滤波器的最优检测准则的值很接近。而 滤

ΣΛH

ΣH ΣΛH
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波器和 滤波器在这个准则下是最优的。 ΣH

 

图 4.3  各种最优滤波器在不同 d 时Σ 准则值 

 
图 4.4  各种最优滤波器在不同 d 时Λ准则值 
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 定位准则的结果在图 4.4 中给出。我们可以看到考虑到 准则的最优滤波

器（比如说 、 、 、 ）和没有考虑 准则得到的最优滤波器之

间的不同：这些考虑到 准则的最优滤波器的性能随着带宽 的增加而变坏。

对于 来说，因为提高了

maxx

xH xH ΣΛ LH PH maxx

maxx d

LH ΣΛ可以使得滤波器的定位准确性得到小的提高，所

以可以放松在 方面的约束。 maxx

如图 4.5 所示，与定位性质相似的情形出现在考察 准则时。我们可以

发现， 当带宽增加的时候那些冲击响应停留在 0 点的滤波器在 准则下结果

很不好。 

maxx

maxx

 

图 4.5  各种准则下最优滤波器在不同 d 时 准则的值 maxx

 图 4.6 给出了ΣΛ乘积准则下的结果。这个结果和图 4.3 到图 4.5 给出的独

立的准则下的结果告诉我们下面这些滤波器在实际应用中不应该使用。 定位

最差， 定位也很差， 检测结果最差。他们都可以用一个较好的滤波器

xH

ΣH ΛH ΣΛH
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所代替，在最后一个准则 下也得到了等价的结果。 滤波器与 滤波

器很相似，但是后者的表示更加简单，参数的计算也变得更简单了。 

maxx xH ΣΛ PH

 

图 4.6 各种准则下最优滤波器在不同 d 时的ΣΛ准则的值 

 

 图4.7给出了 maxxΣΛ 联合准则下的结果。图4.6、图4.7中按照检测性能得到

的优劣排序的差异清楚地显示出了ΣΛ准则与 之间的矛盾。Canny之所以提

出 准则［14］是因为他最大化

maxx

maxx ΣΛ联合准则时，得到的结果不是令他满意，

比如说在有噪声的情况下差分盒子滤波器给出了许错误的响应。Canny是在下

面这样情况下发现这个结果的：当一个单阶梯信号作为输入信号时（ ），

斜面滤波器（Ramp Filter，就是

∞→d

Λ准则下的最优滤波器）和差分盒子滤波器

有一样的结果，我们的方法可以说明这一点。Deriche等就认为应该在不诉诸于

准则的情况下寻找有效滤波器。 滤波器看起来是一个正确的答案。 maxx ΣΛH

 95



::::数字图像的边缘检测::::  西安交通大学 理学院 王郑耀   

http://www.quzhi.net   QQ:16748251 

 
图 4.7  各种准则下最优滤波器在不同 d 时 准则的值 maxxΣΛ

Didier Demigny [1]用一些试验也证明了这个一点：只要选择合适的阀值， maxx

准则的要求就可以不要，它的作用可以被阀值操作所取代。 

 

4.5.3 准则下各种滤波器的性能指标 ΣΛ

 由4.5.2的结论,Canny三准则可以简化为两个准则。也就是只需要最有检测

准则 和最优定位准则 。那么当然由这两个准则决定的最优滤波器是最好的

了。我们在前面4.3.2中给出了这个

Σ Λ

Σ 和Λ积准则ΣΛ下的最优滤波器，4.3.3

中编程计算出了这些滤波器。 

图4.8是各种最优滤波器经典滤波器ΣΛ准则下的性能指标。 

所以,我们的最后结果就是: 是最优线性滤波器. ΣΛH
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图 4.8 最优滤波器和经典滤波在ΣΛ下的比较 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 97



::::数字图像的边缘检测::::  西安交通大学 理学院 王郑耀   

http://www.quzhi.net   QQ:16748251 

5.完整的边缘检测方案 

 

 

5.1 检测算子 

 我们使用上一章中求出来的HΣΛ 作为我们边缘检测的算子，参见附录二。 

5.2 平滑算子的计算 

 我们在 2.10 中说过，图像的数值导数是一个病态问题。为了把这个病态

问题转化为良态问题，我们需要对图像做一个平滑。下面计算平滑算子。 

 尺度为 W的平滑算子可以用同尺度的求导算子迭代产生。 

 假设d 是尺度为 W的求导算子， 1, 2, , 20W = L 。s为同尺度下的平滑算子。

为 的第 i个数， 为 的第 i个数，id d is s , ( 1), , 1,0,1, ,i W W W= − − −L L

1

− 。则有 

              1i i i is s d d− −= + +           （5.1） 

 注意，当 { , ( 1), , 1,0,1,i W W W}∉ − − − −L L ， ， 按 0计算。 id is

 以 为例。此时，我们已经有： 1W =

1 0 1( , , ) (0.5,0, 0.5)d d d d−= = −  

则 

1 2 1 2 1 0.5s s d d d− − − − −= + + = =  

0 1 0 1 0.5 0 0.5 1.0s s d d− −= + + = + + =  

1 0 1 0 1.0 0.5 0 0.5s s d d= + + = − + =  

于是， 

1 0 1( , , ) (0.5,1,0.5)s s s s−= =  
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标准化后得到 

(0.5,1,0.5) (0.25,0.5,0.25)
( ) 0.5 1 0.5

ss
sum s

= = =
+ +

 

 附录五给出了所有 算子的平滑算子。表 5.1 给出了常用的（也就是

）求导算子及其对应的平滑算子。  

HΣΛ

1, 2, ,6W = L

 n  n nd d− = − n ns s− =

0 0 0.5 W=1 

1 0.5 0.25 

0 0 0.365469 

1 0.315948 0.25 

W=2 

2 0.184052 0.067265 

0 0 0.288806 

1 0.2356651 0.220745 

2 0.1630372 0.105597 

W=3 

3 0.1012976 0.029255 

0 0 0.238481 

1 0.1894026, 0.193312 

2 0.1393324 0.114915 

3 0.1048262 0.056688 

W=4 

4 0.0664388 0.015844 
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0 0 0.202786 

1 0.1589446 0.170554 

2 0.1208371 0.113819 

3 0.0966658 0.069712 

4 0.0755534 0.034788 

W=5 

5 0.0479992 0.009734 

0 0 0.176132 

1 0.1372384 0.15196 

2 0.1066085 0.10901 

3 0.0876693 0.074792 

4 0.0733448 0.046432 

5 0.0582829 0.023249 

W=6 

6 0.0368561 0.006492 

表 5.1 常用的导算子及其对应的平滑算子 

5.3 双阀值的计算 

 阀值的选取有很多种方法，Canny 算法中一般是用灰度直方图得到的，我

们这里也选用这种方法。我们在 3.1 中已经给出了这个方法，下面做更详细的

介绍。 

A. 求出滤波后的图像的灰度直方图； 

B. 然后利用 A的结果求出累积直方图； 
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C. 求出累积直方图 0.8 处的值作为高阀值： ； hT

D. 计算低阀值： ； 0.4l hT T= ⋅

 

5.4 算法的完整实现 

1. 尺度为 W的平滑算子( )按行对原图像做卷积运算，然后用相应的

最优求导算子( )对平滑后的算子按列做卷积运算，得到

s

d yG ；再

用 按列对原图像做卷积运算，然后 对平滑后的算子按行做卷积

运算，得到

s d

xG  

2. 计算  2 2
x yG G G= +  ； 计算  tan y

x

G
Arc

G
θ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

3. 遍历一次灰度矩阵，把梯度方向θ 分为四种 

0   （水平方向）：  0-22.5 以及 157.5-180  o o

45  （45 方向）：   22.5-67.5  o o

90  （竖直方向）：  67.5-112.5  o

135 （135 方向）：  112.5-157.5  o o

4. 求 G的累积直方图得到 ，hT 0.4l hT T= ； 

5. 非最大抑制：遍历 G，若某个像素的灰度值与其梯度方向上前后两

个像素的灰度值相比不是最大的，那么这个像素值置为 0; 

6. 双阀值操作：遍历 G，大于 的设为边缘；小于如果 的设为非边

缘;小于 但是大于 的时候看他周围像素处有没有大于 的边

缘:如果有，这个点就是边缘,否则就不是边缘。 

hT lT

hT lT hT

 101



::::数字图像的边缘检测::::  西安交通大学 理学院 王郑耀   

http://www.quzhi.net   QQ:16748251 

6 算法的 VC++实现和结果. 

 
 
6.1 算法的 VC++实现的简单说明 

 将 5.4 中的完整算法用 VC++实现的主要问题是图像的存取。事实上只要得

到图像的数据，算法的实现就是一个矩阵操作的简单问题。为了简单，程序只

处理 256 色灰度图像。程序中添加了几种其它的边缘检测方法。这些方法在编

程的时候没有进行非最大抑制，所以结果比较差。实际上如果进行了非最大抑

制，这些方法的检测结果会更好一些的。Matlab 中这些方法都是做过非最大抑

制的，可以和他的处理结果做比较。 

6.2 算法的结果 

 图6.1是Didier Demigny等人多次作为边缘检测算法的测试图像使用过的。

我们就用这个图像作为我们的测试图像来检验算法的效果。图 6.2、6.3、6.4

和 6.5 分别是当 W=2、W=4、W=8 和 W=15 时程序处理的结果。当 W=2 和 W=4 的时

候检测的结果非常好。可以看出，随着 W 的增加，检测结果的噪声在减少。但

是当 W＝8 时结果中丢失了一些细节，当 W=15 时，这一点显得十分明显。事实

上，如果这都是符合边缘检测理论的。 

边缘检测的滤波方法，其结果与尺度的选择有密切的关系。尺度选择问题

一直是边缘检测的难点和热点问题。可以采用 Canny 多尺度技术综合各种尺度

下的结果得到更好的结果。事实上，正是在 Canny 的多尺度检测技术的基础上

Mallat 才提出了小波多尺度边缘检测。 
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图 6.1 测试图像 

 

图 6.2  W=2 时的处理结果 
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图 6.3  W=4 时的处理结果 

 

图 6.4  W=8 时的处理结果 

 104



::::数字图像的边缘检测::::  西安交通大学 理学院 王郑耀   

http://www.quzhi.net   QQ:16748251 

 

图 6.5  W=15 时的处理结果 

我用 Mathematica 将 W 从 1到 20 变化时程序处理的结果和原图像做成 GIF

动画,从动画可以十分清楚地看到检测结果的变化趋势。而且也可以看出：边缘

信息确实藏在不同的尺度下，小尺度并不一定含有更多的信息。 

图 6.6 是我自己拍的一张车牌号码的照片和程序的检测结果。 

 

图 6.6 车牌及其检测结果（W=3） 

 对大量图像的检测试验证明这种算法确实是简单而又实用的。 
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7. 结 论 

 

 

 本文首先对边缘检测的算法、算子和 Canny 准则的发展分别做了综述。然

后根据 Didier Demigny 最新提出来的边缘检测的离散准则，通过大量的数值

计算得到了宽度为 1-20 的 Didier Demigny 所说的最优线性滤波器及其对应的

平滑算子。然后使用这个滤波器和 Canny 边缘检测技术得到了一个比较好的边

缘检测方法，并用 Vc++实现了它。理论和实践证明这个算子是简单而又实用的。 
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附录一  maxx 准则下最优滤波器的计算程序及结果 

 

Mathematica 源程序: 

 

输出结果为 W 从 1 到 20 时的滤波器 h。下面我们只给出前 8 个输出结果，如果有兴

趣可以在 Mathematica4.0 及以上版本上运行上述程序即可。 

W=1   h={0.5,0,-0.5} 

W=2   h={0.225708,0.274292,0,-0.274292,-0.225708} 

W=3   h={0.116532,0.212784,0.170684,0,-0.170684,-0.212784,-0.116532} 

W=4  
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h={0.067126,0.145363,0.171643,0.115868,0,-0.115868,-0.171643,-0.145363,

-0.067126} 

W=5 

h={0.041954,0.099532,0.139203,0.135691,0.08362,0,-0.08362,-0.135691,-0.1392

03,-0.099532,-0.041954} 

W=6 

h={0.027889,0.069939,0.107477,0.123404,0.108173,0.06312,0,-0.06312,-0.108173,

-0.123404,-0.107477,-0.069939,-0.027889} 

W=7 

h={0.019447,0.050588,0.082473,0.103944,0.106697,0.087547,0.049304,0,-0.049304

,-0.087547,-0.106697,-0.103944,-0.082473,-0.050588,-0.019447} 

W=8 

h={0.014086,0.037594,0.063787,0.08534,0.095944,0.091703,0.071985,0.039561,0,-

0.039561,-0.071985,-0.091703,-0.095944,-0.08534,-0.063787,-0.037594,-0.014086

} 
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附录二 ΣΛ准则下最优线性滤波器的计算程序及结果 

 

Mathematica 源程序: 

 

输出结果为 W 从 1 到 20 时的滤波器 h。这是最优线性滤波器，所以我们

给出出全部 20 个输出结果，如果有兴趣可以在 Mathematica4.0 及以上版本上

运行上述程序即可。 

W=1 
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h={0.5,0.,-0.5} 

W=2 

h={0.192569,0.307432,0.,-0.307432,-0.192569} 

W=3 

h={0.110244,0.169105,0.220651,0.,-0.220651,-0.169105,-0.110244} 

W=4 

h={0.0740478,0.113594,0.140923,0.171436,0.,-0.171436,-0.140923,-0.113594,-0.0740478} 

W=5 

h={0.0542611,0.0840673,0.102832,0.118998,0.139842,0.,-0.139842,-0.118998,-0.102832,-0.

0840673,-0.0542611} 

W=6 

h={0.0420167,0.0658746,0.0804878,0.0913162,0.102406,0.117899,0.,-0.117899,-0.102406,-0

.0913162,-0.0804878,-0.0658746,-0.0420167} 

W=7 

h={0.0338033,0.0536158,0.0657556,0.074094,0.0812901,0.0896388,0.101802, 

    0.,-0.101802,-0.0896388,-0.0812901,-0.074094,-0.0657556,-0.0536158,-0.0338033} 

W=8 

h={0.0279715,0.0448424,0.0553,0.0622502,0.0676237,0.0729138,0.0795903,0.0895081,  

0.,-0.0895081,-0.0795903,-0.0729138,-0.0676237,-0.0622502,-0.0553,-0.0448424,-0.0279715} 

W=9 

h={0.0236514,0.0382843,0.0474978,0.0535582,0.0579561,0.0617732,0.0659484,0.0715087,0.0
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798217,0.,-0.0798217,-0.0715087,-0.0659484,-0.0617732,-0.0579561,-0.0535582,-0.0474978,-0.

0382843,-0.0236514} 

W=10 

h={0.0203443,0.0332178,0.0414597,0.0468874,0.0506979,0.0537315,0.0566572,0.0601202,0.0

648842,0.0719997,0.,-0.0719997,-0.0648842,-0.0601202,-0.0566572,-0.0537315,-0.0506979,-0.0

468874,-0.0414597,-0.0332178,-0.0203443} 

W=11 

h={0.0177451,0.0292007,0.0366555,0.0415986,0.0450176,0.0475956,0.0498475,0.0522231,0.0

551972,0.0593638,0.0655553,0.,-0.0655553,-0.0593638,-0.0551972,-0.0522231,-0.0498475,-0.04

75956,-0.0450176,-0.0415986,-0.0366555,-0.0292007,-0.0177451} 

W=12 

h={0.0156579,0.0259479,0.0327484,0.0373007,0.0404358,0.0427258,0.0445889,0.046365,0.04

83784,0.0509966,0.0546976,0.0601569,0.,-0.0601569,-0.0546976,-0.0509966,-0.0483784,-0.0463

65,-0.0445889,-0.0427258,-0.0404358,-0.0373007,-0.0327484,-0.0259479,-0.0156579} 

W=13 

h={0.0139515,0.0232678,0.0295141,0.0337397,0.0366544,0.0387479,0.0403719,0.0417994,0.0

432699,0.0450307,0.0473775,0.0507045,0.0555707,0.,-0.0555707,-0.0507045,-0.0473775,-0.0450

307,-0.0432699,-0.0417994,-0.0403719,-0.0387479,-0.0366544,-0.0337397,-0.0295141,-0.023267

8,-0.0139515} 

W=14 

h={0.0125351,0.021027,0.0267968,0.0307423,0.0334771,0.0354269,0.0368948,0.0381092,0.03
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92592,0.0405236,0.0420991,0.0442308,0.0472504,0.0516276,0.,-0.0516276,-0.0472504,-0.044230

8,-0.0420991,-0.0405236,-0.0392592,-0.0381092,-0.0368948,-0.0354269,-0.0334771,-0.0307423,

-0.0267968,-0.021027,-0.0125351} 

W=15 

h={0.0113439,0.0191297,0.0244853,0.0281862,0.0307687,0.0326066,0.0339663,0.0350446,0.0

359977,0.0369637,0.0380825,0.0395161,0.0414723,0.0442343,0.0482022,0.,-0.0482022,-0.044234

3,-0.0414723,-0.0395161,-0.0380825,-0.0369637,-0.0359977,-0.0350446,-0.0339663,-0.0326066,

-0.0307687,-0.0281862,-0.0244853,-0.0191297,-0.0113439} 

W=16 

h={0.0103307,0.0175058,0.0224977,0.0259824,0.0284321,0.0301788,0.0314589,0.032446,0.03

32739,0.0340545,0.0348938,0.0359054,0.0372264,0.0390357,0.0415785,0.0451993,0.,-0.0451993,

-0.0415785,-0.0390357,-0.0372264,-0.0359054,-0.0348938,-0.0340545,-0.0332739,-0.032446,-0.

0314589,-0.0301788,-0.0284321,-0.0259824,-0.0224977,-0.0175058,-0.0103307} 

W=17 

h={0.0094602,0.0161027,0.0207726,0.0240641,0.026396,0.0280651,0.0292837,0.0302069,0.03

09522,0.0316143,0.0322776,0.0330264,0.033956,0.0351847,0.0368688,0.0392227,0.0425458,0.,-0

.0425458,-0.0392227,-0.0368688,-0.0351847,-0.033956,-0.0330264,-0.0322776,-0.0316143,-0.03

09522,-0.0302069,-0.0292837,-0.0280651,-0.026396,-0.0240641,-0.0207726,-0.0161027,-0.00946

02} 

W=18 

h={0.0087059,0.0148801,0.0192631,0.0223805,0.0246064,0.0262077,0.0273763,0.0282526,0.0
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289415,0.0295257,0.0300754,0.0306563,0.0313382,0.0322029,0.0333541,0.0349298,0.037119,0.04

01844,0.,-0.0401844,-0.037119,-0.0349298,-0.0333541,-0.0322029,-0.0313382,-0.0306563,-0.03

00754,-0.0295257,-0.0289415,-0.0282526,-0.0273763,-0.0262077,-0.0246064,-0.0223805,-0.0192

631,-0.0148801,-0.0087059} 

W=19 

h={0.008047,0.0138068,0.0179326,0.0208923,0.0230217,0.0245622,0.0256887,0.0265288,0.02

71779,0.0277096,0.0281842,0.0286555,0.029177,0.0298079,0.0306196,0.0317042,0.0331848,0.035

2294,0.0380697,0.,-0.0380697,-0.0352294,-0.0331848,-0.0317042,-0.0306196,-0.0298079,-0.029

177,-0.0286555,-0.0281842,-0.0277096,-0.0271779,-0.0265288,-0.0256887,-0.0245622,-0.023021

7,-0.0208923,-0.0179326,-0.0138068,-0.008047} 

W=20 

h={0.0074675,0.0128583,0.0167522,0.0195681,0.021609,0.0230944,0.0241841,0.0249952,0.02

56151,0.0261104,0.0265345,0.0269328,0.0273483,0.0278257,0.0284162,0.0291836,0.0302102,0.03

16065,0.0335228,0.0361651,0.,-0.0361651,-0.0335228,-0.0316065,-0.0302102,-0.0291836,-0.028

4162,-0.0278257,-0.0273483,-0.0269328,-0.0265345,-0.0261104,-0.0256151,-0.0249952,-0.02418

41,-0.0230944,-0.021609,-0.0195681,-0.0167522,-0.0128583,-0.0074675} 
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附录三 Σ .Λ . 共同作用下的最优滤波器的计算程序及结果 maxx

 

Mathematica 源程序: 

 

运行后输出结果: 

W=2 

h={0.198165,0.301835,0,-0.301835,-0.198165} 

W=4 

h={0.0571771,0.125656,0.169491,0.147676,0,-0.147676,-0.169491,-0.125656,-0.05

 122



::::数字图像的边缘检测::::  西安交通大学 理学院 王郑耀   

http://www.quzhi.net   QQ:16748251 

71771} 

W=6 

h={0.0241665,0.0585622,0.0926318,0.116767,0.120015,0.0878573,0,-0.0878573,-0.

120015,-0.116767,-0.0926318,-0.0585622,-0.0241665} 

W=8 

h={0.0124468,0.0316637,0.0532584,0.0735079,0.088783,0.0949944,0.087048,0.0582

978,0,-0.0582978,-0.087048,-0.0949944,-0.088783,-0.0735079,-0.0532584,-0.0316

637,-0.0124468} 

W=10 

h={0.00724754,0.0189973,0.0330629,0.0476158,0.0609955,0.071529,0.0773551,0.07

62505,0.0654543,0.0414921,0,-0.0414921,-0.0654543,-0.0762505,-0.0773551,-0.07

1529,-0.0609955,-0.0476158,-0.0330629,-0.0189973,-0.00724754} 

W=20 

h={0.00120119,0.00335395,0.00624038,0.00966911,0.0134703,0.0174908,0.0215897,

0.0256335,0.0294921,0.0330345,0.0361244,0.0386159,0.0403498,0.0411491,0.04081

46,0.0391211,0.0358127,0.0305985,0.0231487,0.0130896,0,-0.0130896,-0.0231487,

-0.0305985,-0.0358127,-0.0391211,-0.0408146,-0.0411491,-0.0403498,-0.0386159,

-0.0361244,-0.0330345,-0.0294921,-0.0256335,-0.0215897,-0.0174908,-0.0134703,

-0.00966911,-0.00624038,-0.00335395,-0.00120119} 
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附录四 .Σ Λ . 共同作用下的近似最优滤波器的计算程序及结果 maxx

 

Mathematica 源程序： 

 

运行后输出结果为： 

W=2 

h={0.191954,0.308046,0,-0.308046,-0.191954} 

W=4 

h={0.056147,0.120548,0.166758,0.156546,0,-0.156546,-0.166758,-0.120548,-0.056

147} 
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W=6 

h={0.0241048,0.0565706,0.0887254,0.113667,0.121745,0.0951876, 

    0,-0.0951876,-0.121745,-0.113667,-0.0887254,-0.0565706,-0.0241048} 

W=8 

h={0.012625,0.0310207,0.0511411,0.0702644,0.0858448,0.0944324,0.09041,0.06426

16,0,-0.0642616,-0.09041,-0.0944324,-0.0858448,-0.0702644,-0.0511411,-0.03102

07,-0.012625} 

W=10 

h={0.00748668,0.0189226,0.0320897,0.0455317,0.0581325,0.068759,0.0759089,0.07

73052,0.0693696,0.046494,0,-0.046494,-0.0693696,-0.0773052,-0.0759089,-0.0687

59,-0.0581325,-0.0455317,-0.0320897,-0.0189226,-0.00748668} 

W=20 

h={0.00125395,0.00343173,0.00627354,0.00957463,0.0131724,0.0169357,0.020755,0

.0245343,0.0281832,0.0316094,0.0347115,0.037371,0.039444,0.0407516,0.041069,0

.0401128,0.0375257,0.032858,0.0255463,0.014886,0,-0.014886,-0.0255463,-0.0328

58,-0.0375257,-0.0401128,-0.041069,0.0407516,-0.039444,-0.037371,-0.0347115,-

0.0316094,-0.0281832,-0.0245343,-0.020755,-0.0169357,-0.0131724,-0.00957463,-

0.00627354,-0.00343173,-0.00125395} 
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附录五 对应于最优线性算子的平滑算子的计算程序及结果   

 

Mathematica 源程序: 

首先要调用前面计算出来的最优滤波器 HΣΛ 的结果，参加附录三。我们假

设 dd 是由各种尺度下最优滤波器形成的一个表。则可以用下面简单程序产生各

个尺度的平滑算子。 

 

程序输出结果： 

W=1 

{0.25,0.5,0.25} 

W=2 

{0.067265,0.25,0.365469,0.25,0.067265} 

W=3 

{0.029255,0.105597,0.220745,0.288806,0.220745,0.105597,0.029255} 
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W=4 

{0.015844,0.056688,0.114915,0.193312,0.238481,0.193312,0.114915,0.056688,0.01

5844} 

W=5 

{0.009734,0.034788,0.069712,0.113819,0.170554,0.202786,0.170554,0.113819,0.06

9712,0.034788,0.009734} 

W=6 

{0.006492,0.023249,0.046432,0.074792,0.10901,0.15196,0.176132,0.15196,0.10901

,0.074792,0.046432,0.023249,0.006492} 

W=7 

{0.004588,0.016484,0.032933,0.052747,0.075807,0.103033,0.136672,0.155473,0.13

6672,0.103033,0.075807,0.052747,0.032933,0.016484,0.004588} 

W=8 

{0.003385,0.012208,0.02444,0.039074,0.055769,0.074757,0.096905,0.123961,0.139

,0.123961,0.096905,0.074757,0.055769,0.039074,0.02444,0.012208,0.003385} 

W=9 

{0.002583,0.009349,0.018769,0.030014,0.042705,0.056818,0.072676,0.091036,0.11

3266,0.125567,0.113266,0.091036,0.072676,0.056818,0.042705,0.030014,0.018769,

0.009349,0.002583} 

W=10 

{0.002024,0.007352,0.014806,0.023708,0.033698,0.04466,0.056689,0.070115,0.085
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577,0.104165,0.11441,0.104165,0.085577,0.070115,0.056689,0.04466,0.033698,0.0

23708,0.014806,0.007352,0.002024} 

W=11 

{0.001622,0.005909,0.011936,0.019147,0.027221,0.036011,0.045512,0.055863,0.06

7369,0.080569,0.09634,0.105003,0.09634,0.080569,0.067369,0.055863,0.045512,0.

036011,0.027221,0.019147,0.011936,0.005909,0.001622} 

W=12 

{0.001323,0.004835,0.009796,0.015746,0.022406,0.029626,0.037356,0.045643,0.05

4633,0.064601,0.076002,0.089549,0.096969,0.089549,0.076002,0.064601,0.054633,

0.045643,0.037356,0.029626,0.022406,0.015746,0.009796,0.004835,0.001323} 

W=13 

{0.001096,0.004016,0.008162,0.013148,0.018732,0.024772,0.031203,0.038025,0.04

5303,0.05318,0.061898,0.071844,0.083606,0.090031,0.083606,0.071844,0.061898,0

.05318,0.045303,0.038025,0.031203,0.024772,0.018732,0.013148,0.008162,0.00401

6,0.001096} 

W=14 

{0.00092,0.00338,0.006888,0.01112,0.015866,0.020996,0.026439,0.032173,0.03822

2,0.044659,0.051616,0.059306,0.068059,0.078366,0.083982,0.078366,0.068059,0.0

59306,0.051616,0.044659,0.038222,0.032173,0.026439,0.020996,0.015866,0.01112,

0.006888,0.00338,0.00092} 

W=15 
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{0.000781,0.002877,0.005878,0.00951,0.013589,0.017999,0.02267,0.02757,0.03269

9,0.038092,0.043823,0.050011,0.056846,0.064608,0.073714,0.078664,0.073714,0.0

64608,0.056846,0.050011,0.043823,0.038092,0.032699,0.02757,0.02267,0.017999,0

.013589,0.00951,0.005878,0.002877,0.000781} 

W=16 

{0.00067,0.002473,0.005065,0.008211,0.011752,0.015583,0.019637,0.023878,0.028

295,0.032902,0.037737,0.04287,0.048411,0.054525,0.061457,0.069559,0.073954,0.

069559,0.061457,0.054525,0.048411,0.04287,0.037737,0.032902,0.028295,0.023878

,0.019637,0.015583,0.011752,0.008211,0.005065,0.002473,0.00067} 

W=17 

{0.00058,0.002145,0.004403,0.007152,0.010252,0.013609,0.017161,0.020872,0.024

724,0.028718,0.032873,0.03723,0.041853,0.046842,0.052342,0.058565,0.065813,0.

069738,0.065813,0.058565,0.052342,0.046842,0.041853,0.03723,0.032873,0.028718

,0.024724,0.020872,0.017161,0.013609,0.010252,0.007152,0.004403,0.002145,0.00

058} 

W=18 

{0.000506,0.001874,0.003855,0.006273,0.009007,0.011971,0.015108,0.018382,0.02

1774,0.025278,0.028901,0.032666,0.036612,0.0408,0.045318,0.050298,0.055924,0.

062458,0.06599,0.062458,0.055924,0.050298,0.045318,0.0408,0.036612,0.032666,0

.028901,0.025278,0.021774,0.018382,0.015108,0.011971,0.009007,0.006273,0.0038

55,0.001874,0.000506} 
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W=19 

{0.000444,0.001649,0.003399,0.005541,0.007967,0.010602,0.013392,0.016304,0.01

9316,0.02242,0.025616,0.028915,0.032341,0.035931,0.039741,0.043852,0.048381,0

.053488,0.059403,0.062595,0.059403,0.053488,0.048381,0.043852,0.039741,0.0359

31,0.032341,0.028915,0.025616,0.02242,0.019316,0.016304,0.013392,0.010602,0.0

07967,0.005541,0.003399,0.001649,0.000444} 

W=20 

{0.000393,0.00146,0.003015,0.004924,0.00709,0.009446,0.011943,0.014549,0.0172

44,0.020015,0.02286,0.025783,0.028798,0.031928,0.035208,0.03869,0.042448,0.04

6583,0.051241,0.05662,0.05952,0.05662,0.051241,0.046583,0.042448,0.03869,0.03

5208,0.031928,0.028798,0.025783,0.02286,0.020015,0.017244,0.014549,0.011943,0

.009446,0.00709,0.004924,0.003015,0.00146,0.000393} 
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