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摘要：本文将目标检测问题转化为椭球体的截面对圆的覆盖问题，并给出了“逐层收缩”方案，给出

了一个可计算的较优的结果；通过对逐层收缩方案的调整，获得了最优解：18个球（9个红球和 9个
蓝球）。本文将目标定位问题转化为圆的三重覆盖问题，建立“球均定位能力”模型证明了一个红（蓝）

球周围有 4个蓝（红）球这种模式具有最大的球均定位能力，在此基础上给出红、蓝球的一个布局。
36个球（18个红球和 18个蓝球）。 
关键词：目标探测，目标定位，多基雷达布站，最优布站 

1．问题的背景 

2004 年,首届研究生数学建模比赛的A题是“发现黄球并定位”。这个题目的背景是多基雷达布站

问题
［1，2］

。红球和蓝球分别代表发射站和接收站，黄球是雷达要检测和定位的目标，比如飞机。本题

是雷达对圆柱形区域中飞行目标的探测、定位的数学模型。 

2．问题 1的建模与求解 

2．1 问题的简化 

定义 1. 红球 R 和蓝球 B的探测范围：给定红球 R和蓝球 B后，他们所能探测的所有空间点形成

的区域。按题目中所给的要求，是一个以红球 R和蓝球 B为焦点、以长轴长为 (=40m)的椭球体（实

际上是上半个椭球）。 

L

  

图 1 检测范围 图 2 圆柱体示意图 

当图 2中圆柱体底面（阴影部分所示）中放置大量的红球和蓝球的时候，它们中的某些红、蓝球

对可能形成一个形如椭球体的探测范围。问题 1的意思是最少需要多少个红、蓝球？如何放置？使得

它们所形成的椭圆能完全覆盖图 2中半径 R＝50 米，高 H为 10 米的圆柱体。下面先给出一个定理。 

定理一.如图 2 所示，圆柱体底面（如图中阴影部分所示）上给定有限 I个红球和 J个蓝球（看

作质点），任意一个红球 , 1, 2, ,iR i I= L 和蓝球 , 1, 2, ,jB j J= L ，如果他们可以形成一个以 L＝40

米为长轴的椭球，那么这个椭球被高为 h 的圆柱的上表面截得部分在底面的投影记作 ,否则记做,
h
i jS

,
h
i jS =∅。设 0 1 20.1 h h h H= < ≤ ≤ ，则有 。 2 1

, ,, ,

h h
i j i ji j i j

S S∪ ⊆ ∪

证明：记 为半径为 R的圆盘，即( )O R ( ){ }2 2 2( ) , :O R x y x y R= + ≤ 。设第 个红球的座标记做i
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( , )R R
i ix y ，第 j个蓝球的座标记做 ( , )B B

i ix y ；第 i个红球和第 j个蓝球如上述形成的椭球体与半径的

截面在底面上的投影 可以表示为 ,
h
i jS

( ){ }2 2)y 2 2 2 2
, ( ) , : ( ) ( ( ) ( )h R R B B

i j i i j jS O R x y x x y h x x y y h L= − + − + + − + − + ≤I 显然 
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所以， 。又由于 I，J 都有限，所以 。证毕。 2
,
h
i j i jS S⊆ 2

,, ,

h
i j i ji j i j

S∪ ⊆ ∪

这个定理说明，这些椭球如果能将圆柱体中高度为 的圆面全部覆盖，那么圆柱体中高度小于

的面全部覆盖。于是，我们只需要考虑如何覆盖圆柱体的上表面中的点。由于圆柱是旋转对称的。直

观上分析，我们认为底面上红球和蓝球分布的最优解具有旋转对称性：即，将这个分布旋转任意角度

后，分布不变；以下称为问题的对称解。于是，我们有一个猜想： 

h h

命题 2. 假设覆盖半径为 R的圆柱最少需要红球和蓝球共 N个，这样的覆盖方法不是唯一的，但

是一定存在一个对称解。 

这个命题我们无法在短期内证明。但是当 N比较小时，

我们验证了结论的正确性。我们假设它是正确的。 

2．2 逐层收缩方案： 

在命题 2的基础上，我们给出一个计算红球和蓝球的最

优分布的“逐层收缩”方案：如图 3所示，在圆柱底面的同

心圆周上（最优半径的计算见后）等间隔放置红球和蓝球各

个，覆盖圆柱顶面最外围区域；从而将还需要覆盖的区域

的缩减为一个半径更小的圆盘的覆盖问题；用类似的方法计

算出第二层球的分布以后，考虑到层间红球和蓝球还可以覆

盖一部分区域（以下称“耦合效应”）和椭球截面在小圆盘

中的部分（以下称“椭圆效应”），第二层球所在的圆周上的

数目和半径还可以进一步减小（缩小方案见后）；依次类推，

层层收缩，直到所有区域都被覆盖。                               图 3 逐层收缩方案 

1k

2．2．1 半径为 R的圆周覆盖的最优半径和球个数的计算 

 

图 4 第一层覆盖的关系 

如图 4所示，为了减少冗余，相邻两个椭球截面的交点应该落在圆周上（如 Q点）。易证，P、B、

M、O 四点共线。 设圆盘半径为 R，由 个红、蓝球等间距间隔地落在半径为 r 的圆周上；则圆周2k
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上点 P满足 AP BP L+ = ，于是得到了小球放置的圆周半径 r和球的个数所满足的方程： 

2 2 2 2 2( ) ( cos( )) ( sin( ))Pi PiR r H R r r H
k k

− + + − + + = L

)

       （3.1） 

当 比较小的时候，方程（1）中 r无解，只有当 充分大以后，r才有意义的解。不难发现，当

k变大后，冗余增加，所以取使得（1）中 r有解的最小的 k,同时可求得 r。 

k k

图 5是在题目所给数据下最外围区域的覆盖，使用 6各红球和 6各蓝球间隔放置可以将圆周附近

区域覆盖，这样将半径为 的圆盘的覆盖转化为半径为 的圆盘的覆盖问题。 
0 50R = 1 29.28R =

2．2．2 收缩方案： 

不考虑已经设定位置的红、蓝球的影响；问题转化为小圆盘的覆盖问题。这样只要重复上述步骤

就可以。对题目所给的数据，经过计算使用两层就可以完全覆盖，如图 5 所示。总共需要 20 个球，

红、蓝球各 10 个。这是一个完全可计算的方案。 

但是，相邻两层之间红、蓝球之间的耦合作用和前一层覆盖中多出来的部分已经就可以覆盖收缩

后的区域了。所以第二层开始，在不考虑耦合计算结果后减去 1对球；然后将球等间隔放在一定半径

的圆周上。如果可行，再减去一对球，⋯直到用 2( 1k − 对不能覆盖为止；则第二层用 对球覆盖。 2k
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图 5 可计算的结果―20 个球的覆盖 图 6 最优结果－可计算结果的改进 

 

表 1 最优布站点的数据(只给出第一象限的数据,其余根据对称性得到) 

n 坐标 n 坐标 n 坐标 

1 (41.6559, 0) 2 (36.0751, 20.828) 3 (20.828, 6.0751) 

4 (0, 41.6559) 5 (16.7298, 4.48275) 6 (4.48275, 16.7298) 

对题目所给的数据，经过计算使用两层就可以完全覆盖，如图 6 所示。总共需要 18 个球，红、

蓝球各 9个。这就是我们得到的最优方案。表 1是其布点方式。 

3． 题 2 的建摸与求解 

3．1 题目略 

首先，对每一个点定位需要 3 个数据
[1,2]
。第二问相当于将圆用椭球的截面覆盖三次。利用第一

问的结论，最多只需要 18*3＝54 个球就可以实现。这是没有考虑相互之间的耦合，实际上用更少的

球就可以实现。于是，问题的关键就是，如何选择好的红、蓝球之间的布站方式。 

3．2 冗余最小的情形 
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虽然利用任意三对红、蓝球可以确定一个空间点，但是一个红球对三个蓝球或一个蓝球对三个红

球这样的组合效率最高。因此，每个红球周围至少有 3个蓝球并每个蓝球周围至少有 3个红球。图 7

中是四种红球和蓝球互相搭配的模式， 

 

（a）             （b）              （c）              （d） 

图 7 四种红球和蓝球互相搭配的模式 

图 8 最优结构的选择 

分别是一个红（蓝）球周围有 3、4、5、6 个蓝（红）球的

情形。随着红（蓝）球周围蓝（红）球个数的增加，它们能定

位的区域会增加，但是球的个数也变大了。为了衡量每一个球

对定位所做的贡献，引入一个概念： 

定义 2.球均定位能力：即红、蓝球集合中平均每一个球对

集合中所有球的定位所做的贡献。本文用平均每一个球的平均

定位面积来衡量。 

假设每一个红（蓝）球周围有 n个蓝（红）球。为了保证
至少有三对红蓝球可以同时定位某个黄球，如图 8 所示由 B、O

所确定的椭球截面必须过 A点。于是根据题意有: 

2
22 sin( )2 2x H x+ + H L

n
π⎛ ⎞ + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

其中， x BO= 。这样得到这 个球定位的总为图中的阴影部分的面积。本文用简单的用正多边

形 的面积来近似阴影部分的面积。

1n +

ABCDL cos( )sin( )n ABCDS S nx
n n
π π

≈ =L ，平均每一个球的能力

为 cos( )sin( )
1 1n

S nE x
n n n n

π π
= =

+ +
，计算得到表 2： 

表 2 球均定位能力 

n 3 4 5 6 7 8 

nE  0.32476 0.4l 0.396274 0.371154 0.342051 0.31427 

 

从表 2 中可见，使用图 9中（b）结构是最优的。所以下面我

们采用这种结构去覆盖圆盘。按照命题 2，我们寻找对称解。这种

结构可以有两种对称覆盖的覆盖方法。就是覆盖中圆盘的中心位

于图 9中 O1 处或者 O2 处（标记 X）。 

 

3.3 正方形半径的确定 
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图 9 最优结构 



   

（a）                                (b) 

图 10 正方形布局的两种情形 

3.3.1 不考虑圆锥影响时正方形半径的确定 

当正方形半径的取值比较小，满足图 9所示的情况时，正方形内所有点都至少被覆盖了四层，冗

余过多。下面我们讨论能否通过减少冗余，增大正方形的边长，从而减少球的数目。 

如图 10（a）所示，增大正方形的边长，只考虑以（R1，B1）、（R1，B2）、（R3，B1）和（R3，B2）为

焦点的四个椭球体的投影区域，如图中的四个黑色类椭圆所示。以（R1，B2）为焦点的椭球投影将不

再包含B1点和R3点，而以（B2，R3）为焦点的椭球投影也不再包含B1点和R1点，这就使得B1点附近的A1区

域只被所有黑色类椭圆覆盖了 2层，同理，其他A区域也只被黑色类椭圆覆盖了 2层，但所有C区被覆

盖 3层，D区被覆盖 4层。 

下面考虑要使以（B1，R2）为焦点的椭球体的投影（绿色类椭圆）能覆盖A1区，正方形边长所能

取得的最大值。显然，边界情况就是绿色椭圆恰能包含A1区。易证，当绿色类椭圆与正方形的R1B1边

相交于M点（R1B1和类椭圆R1B2的交点）时，也能包含N点，所以这时的半径就是正方形半径的上界。事

实上，这时（B1，R4）类椭圆也能包含A1 区域，从而使A1 区域被覆盖了 4层。 

设正方形边长为x，MR1为y，H＝10 为圆柱体高度。由M点在类椭圆（R1，B2）和（R2，B1）上分别

可得方程: 4022222 =++++ HxyHy , 40)2()( 2222 =+−++− HyxHyx ,联立可

解得x＝18.9037，y＝11.8861。 

3.3.2 考虑圆锥影响时正方形半径的确定 

考虑到是用一个顶角为4°的圆锥而不是直线进行扫描，所以扫描线落在上底面上的斑点不是点，

而是一个类似椭圆的区域，下面考虑它的影响。 

当圆锥轴竖直向上时，在上底面的投影是圆形，设其半径为 r。容易证明，当圆锥以一定角度投

向上底面时，其轴线与上底面交点到相交区域外沿的距离大于 r，而且不会大很多。所以为了简化起

见，我们在任何角度时将这个距离都取为 r。且有 

)(3492.003492.010)180/*2tan( mHr =×=×= π  

结合实际情况，发射波投射到飞行物时，将发生漫反射而不是镜面反射，所以，下底面上的球到

射线与上表面相交区域任意点的距离都可以看作是球到圆锥轴与上表面交点的距离。 

如图 10（b）所示，对于最难覆盖的边界点O，取. rOPONOM === .类椭圆（R1，B2）是圆
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锥轴线与上表面的交线，但圆锥的外沿至少都可以射到O点，从而O点是能被（R1，B2）发现的。可以

得到方程 40)()( 22
2

22
1 =+++ HNBHMR 。 

设正方形边长为 x，MR1＝y，则 

40))(()( 222222 =+−++++ HrxryHy               （3.3） 

同理，根据 O点和类椭圆（B1，R2）的关系，可得方程 40)()( 22
2

22
1 =+++ HPRHPB ,即 

40)22()2( 2222 =+−−++−− HryxHryx            （3.4） 

联立(3.4)和(3.5)，可解得： 

 

 
图 11 边界点的调整 

2687.19=x y,  7796.11=

3.4 边界附近球的分布点的调整 

按照上面的方法布完球以后，第一象限的边界区域如图 11 所

示，必须对落在圆外的球B1，R1和B2进行调整。最简单的方法是将

B1，R1和B2分别沿直线B1B3，R1R2和B2B4的方向移到圆周上，调整以

后三个点的坐标可以通过求直线和圆的交点坐标得到。容易验证

这时底面在第一象限内的所有部分至少得被覆盖了三层。根据对

称性，其它象限的情况和第一象限类似。 

3.5 最优的方案 

利用上述结果，可以得到最优的方案为图 12。使用了 18 个红球和 18 个篮球。 

 

表 3  用来定位红、蓝球的坐标 

 

n 坐标 n 坐标 

1 (9.63, 9.63) 6 (28.89,9.63) 

7 (28.89,28.89) 8 (9.63,28.89) 

19 (48.15,9.63) 20 (43.648,24.388)

21 (35.355,35.355) 22 (24.388,43.648)

23 (9.63,48.15)   

 

图 12 中只显示了第一象限的 9 个球，对应的

作标如表 3所示。其它球的位置按照对称性可以得

到。 

图 12 用来定位红、蓝球分布图  
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